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Matematika-tudomanytorténeti
(axiomatika-torténeti) gondolatok

Van egy fordulat, egy fordulopont a matematika torténetben, amit ritkan tesznek szova, pedig
igen fontos szemlélet-alakitd az ismerete. A magam részérél Szabd Arpad 1960-61-es
dolgozataban olvastam rdla. Eszerint matematika tudoménya ott kezdddik, amikor a
matematika el tudott szakadni végleg a gyakorlattol, amit valésagnak, Platon idejében
arnyékvilagnak hivtak.

Evszazadokba tellett, amig tisztazodott, hogy a matematikatél eltéréen a
természettudomanyokban az (arnyékvilagi) kisérleti tényekre kell timaszkodni axiomaként, és
mintegy fogalmi szerszamkészletet kell felhasznalni a kisérletek kiértékelésében, a
matematikat, annak a kisérletektdl elzart, de hasznalataban bevalt axiomatikus alapjaival.

A matematika tudomany mivoltanak mintdjara mondhatjuk azt is, hogy az induktiv
axiomatika kialakuldsatol szamithatjuk a mai értelemben vett természettudomanyok 1étét (a
kisérleti, egzakt természet-tudomanyok 1étét).

Az alkimista korszak lezarultaval jelent meg tehat a fogalmi megkiilonboztetés a matematikai
¢s természettudomanyos axiomatika kozott — és vele egylitt a deduktiv matematikai
axiomatika és az induktiv természettudomanyos axiomatika megnevezés. Hatalmas elérelépés
volt. Mara szinte nem is tartjuk nyilvan.

Ez a korszak azonban a természet-tudomanyok eléretorésével visszahatott a matematikai
gondolatok tovabbi letisztuldsdhoz is. A matematikaban is tovabb lehetett 1épni az euklideszi
munkan tobb mint masfél ezer év multaval.

Jellemz6 mérfoldkének érzem a koordinata rendszer kialakulasat és mindennapos hasznalatat.
A koordinatarendszerek hoztak az egyenletek konnyed kezelését valamint a geometria
(mértan) és algebra (szdmtan?) kozti atjarhatosagot, a kétiranyq, kdlcsonds leképezés,
megfelelés, transzponalas lehetdségét.

Részletesebben
Erdekes olvasni a matematika torténeti irasokat. A tizedes pontrol, a nullarél stb.

Erdek16d6 laikusként szamomra meglepé modon a legérdekesebb vonatkozasokat nem a
kozkézen forgd matematika torténeti mitvekbdl, tankonyvi fejezetekbdl tudtam meriteni,
hanem azok hianyaibol vagy szinte elrejtetten elszort, masodlagosként kezelt

......

ismereteim hianyosak, hanem az engem érdekld vonatkozasokat ,,nem divat” megtargyalni.

Példaul van egy fordulat, egy fordulopont a matematika torténetben, amit ritkan tesznek
szova, pedig igen fontos szemlélet-alakito az ismerete. A magam részérél Szabé Arpad 1960-
61-es dolgozataban olvastam réla. Eszerint matematika tudoménya ott kezdédik, amikor a
matematika el tudott szakadni végleg a gyakorlattol, amit valésagnak, Platon idejében
arnyékvilagnak hivtak.

Ez az elszakadas érlelte ki a bizonyitasi logikat, ez tette lehetévé az érett axiomatikus
technikat (axiomakra timaszkodo érvelés, bizonyitas) Euklidesz miivében. Tehat végso soron
a tobbszaz éves gorog filozofiai eréfeszitéseknek kdszonhetd, hogy a matematika tudomanya
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,elindult”. Ezen elvi kapcsolat (filozofia és matematika k6zott) elhanyagoltsaga ellenére ma
sem szakadt meg, ma sem zarult le, mai is eleven problémakat jelent.

A matematika filozoéfiai-ismeretelméleti alapjaival tisztaba kell kertilni valahanyszor a
matematika 10j fejezete formalodik, hogy hamis utra ne tévedjen a tovabbfejlesztési, a
matematika hasznalatanak tovabbi kiterjesztésére torekvoé ttkeresd lendiilet.

Nagy vonalakban a gorog idok utan hosszl ideig a matematika mintegy tetszhalott, jégbe
fagyott konzervalodott allapotba keriilt. Szinte feledésbe ment, hogy milyen filozéfiai-logikali
elofeltétele volt az euklideszi axiomakra tamaszkodo érvelési, fogalom-szerkesztési
technikanak. Maig nem kozismert, vagy manapsag éppen még inkabb feledésbe meriilt, hogy
a szofisztika paradigmatikus mocsarabdl bizonyos jol sikeriilt dnkényes dontések vezettek ki
(pld ,,legyen” két pont kozti legkisebb tavolsag az egyenes).

Nagy eldrelépés volt kb évezreddel késobb a skolasztikdban aquindi szent Tamas nevével
fémjelzett, am a tiizetesebben kutakodok, példaul Mikola Sandor szerint egy egész
skolasztikus nemzedék vitajanak kdszonhet6 logika-elméleti fejlemény. Az érvelési technikak
szinte periodikus tdblazatat alakitottak ki tobb mint kétszaz, egymastol elvalasztott, egymassal
be nem helyettesithetd ha .... akkor érvelési modozatot megjelolve.

Ha komolyan vessziik hogy a matematika tudomanyanak létrejotte a matematikanak az akkor
még arny¢kvilagnak is mondott valosagtol vald sikeres (tehat nem csupan kijelentett, hanem
miikoddképes, jol hasznédlhatd eredményre vezetd) elszakaddsaval fémjelezhetd, azaz a végiil
is az dnkényesen, de alapos megfontolast kdvetden kijelolt axidmakra és a beldliik kiinduld
érvelési logikdkra vald tAmaszkodas elfogadasaval, akkor érthetdvé is valik ennek a
valdsagtol valo elszakadasnak a ,,visszafordithatatlansaga”.

A logikai eszkdzoket az axiomatikus érvelésekben elhagyhatatlanul fel kell hasznalni, ezt
senki nem vitatta. Tehat a skolasztikusok logikai eredményei a matematika torténet
fejezetének tekinthetdk (nem szokds hangstlyozni).

A kovetkez6 nagy korszakhatar a természettudomanyok alkimista korszakanak lezarultdhoz
kothetd. Az alkimistak a skolasztikus ugyancsak ritkan értékelt torekvésébdl indultak ki, hogy
a valosagot meg kell ismerni, ,,modellezni kell”. Ugy a kisérletekkel mint olykor igen
nyakatekert, nehezen kovethet6 okfejtésekkel kell a valosag ismeretére jutni — a
cselekvoképesseg tagitasa érdekében. A kisérletek tulajdonképpen az elméleti okoskodasok
ellendrzéseként, probajaként, alkalmazasaként is szolgaltak kimondva-kimondatlanul.

Egy homalyos pontja, gyengéje volt ezeknek a torekvéseknek. Nem tudtik biztosan kezelni,
hogy milyen axiomakbol kell kiinduljanak. A mintaként szolgaloé matematikaban hajdan az
onkényesen kijelolt ideakbol (példdul a matematikai pont) valo kiindulas vezetett sikerre. A
skolasztikat kovetd alkimistdk idején nem volt vilagos, hogy a természettudomanyokban,
vagy masként fogalmazva a kisérletezo, tapasztalati tudomanyokban mikre kell épiteni mint
kiindulasi axiomakra (az ideakbol kikanyarodo hosszu, bonyolult érvelések nem vezettek az
arny€kvilagi valosag természettudomanyos megismerésére).

Evszazadokba tellett, amig tisztazédott, hogy a matematikétol eltéréen a
természettudomanyokban a kisérleti tényekre kell tdimaszkodni axiomaként, és mintegy
fogalmi szerszamkészletet kell felhasznalni a kisérletek kiértékelésében, a matematikat, annak
a kisérletektdl elzart, de hasznalataban bevalt axiomatikus alapjaival.

A skolasztikusok ugyanis logikai eredményeik ellenére vagy éppen azoknak kdszonhetden
szinte kijelolték a valosag feltérképezésének feladatat. Kisérleti tapasztalataik elméleti
rendezéséhez megfeleld fogalmi eszkdztar azonban hidnyzott (nem éreztek ra, hogy a
természettudomanyokban mi €s miként kezelhet axiomaként). Az attorést Galilei kordban a
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természettudomanyok tapasztalati tudadsanak és a barmi moédon megformalodott tedriak
egyeztetésének axiomatikus mddszere jelentette. Ez hidnyzott korabban, ennek volt hidnyaban
az alkimia korszaka.

Az alkimista korszak lezarultaval jelent meg tehat a fogalmi megkiilonboztetés a matematikai
¢és természettudomanyos axiomatika kozott — és vele egyiitt a deduktiv matematikai
axiomatika és az induktiv természettudomanyos axiomatika megnevezés. Hatalmas elérelépés
volt. Mara szinte nem is tartjuk nyilvan.

A matematika tudomany mivoltanak mintdjara mondhatjuk azt is, hogy az induktiv
axiomatika kialakulasatol szamithatjuk a mai értelemben vett természettudomanyok 1étét (a
kisérleti, egzakt természet-tudomanyok 1étét).

Ez a korszak azonban a természet-tudomanyok eldretdrésével visszahatott a matematikai
gondolatok tovabbi letisztulasahoz is. A matematikaban is tovabb lehetett 1épni az euklideszi
munkén tobb mint masfél ezer év multaval.

A szamtanbol, szamitas fogalmabol kiindulva a mai matematikat a legtobben szdmitas
technikanak tekintik ceruzaval, tollal, géppel végezve. Ez nem azonos az alkalmazott
matematikaval. Az alkalmazott matematika a kész algoritmusokat hasznalja. Az Gjabb ¢és
ujabb algoritmusokat kidolgoz6 matematikai kutatds ugyan eltéved a matematikai axiomak
vilaganak atrendezéséig - azt mintegy 6sztondsen végzi az axiomatika jelentdségének,
szerepének megfogalmazésa nélkiil.

El kell valasszuk a matematikaban a szamitastechnikat barmiféle eszkozzel végezve (ami a
gorogok eldtt is volt mar sok ideje) a matematikai absztrakcid természetének vizsgalatatol,
kezelésétol. A szamitasokat a matematikai absztrakciok eredményeként adodo fogalmakkal
végezhetjiik. A matematikai fogalmakat megalkot6 absztrakciok helyes utjanak megtalalasa
volt a gorog filozofia nagy eredménye sok évszazad szellemi erdfeszitése aran.

Mivel talalkozhatunk, ha a jelenkorhoz kozelitve keressiik a matematikai absztrakcio Gjabb és
ujabb korszakanak eredményeit?

Jellemz6 mérfoldkdnek érzem a koordinata rendszer kialakulasat és mindennapos hasznalatat.
A koordinatarendszerek hoztak az egyenletek konnyed kezelését valamint a geometria
(mértan) és algebra (szdmtan?) kozti atjarhatosagot, a kétiranyq, kolcsonds leképezés,
megfelelés, transzponalas lehetdségét.

Geometriaban hogyan lehet megfogalmazni a koordinatageometria lényegi tijdonsagat?
Szamomra Euklidesz onnan valik érthetové, ha a Elemek elso sorat olvasom, és abbol
probalok kiindulni. A pont ami tovabb nem oszthato. Eléggé hianyos definici6 a mai fiil
szamara, de nem téves.

Adva van tehat egy Platon ideavilagaba 1116 fogalom az eszmei, az idea jellegli pont. Egy
totalis idea jellegli absztrakcid, ami a valdsagban egyaltalan nincsen. Egy iires, tovabb nem
oszthato, kiterjedés nélkiili anyagtalan fikcio. Es erre az egyetlen fogalomra épiil kimondva-
kimondatlanul a teljes klasszikus (és mai) geometria.

Na és a koordinata geometria? A koordinatak alapfogalma szintén egy pont, csakhogy egy
onkéntesen kivalasztott, megnevezett pont, kiilonlegesnek nevezett pont, amelyhez
viszonyitom az ugyancsak idea természetii tér 6sszes mas ugyancsak idea jellegii pontjat. Ez a
kiilonbségtevés Euklidesznél nem talalhato. Tehat kiragadok a tér végtelen mennyiségli 6sszes
pontjabol egyet (0-pont) és ahhoz viszonyitom a tobbit. Egyelére logikailag egyetlen egy
modon, a tadvolsdgot megadva.
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Ha alakzatot épitek a kivalasztott ponthoz viszonyitva az 6t koriilvevo térbe, akkor
megadhatom az alakzat pontjainak tavolsagat a kivalasztott ,,0-ponthoz”, valamint az alakzat
egyes pontjaibdl a 0-ponthoz huzott egyenesek egymassal bezart szogeit. Tehat a tavolsagot
leszamitva a mértani (geometriai) alakzat pontjait egymashoz képest lehet meghatarozni egy
valamifajta segéd-ismeretlen illetéleg segéd-informacio, segéd-adat felhasznalasaval.

Nemkiilonben mint Euklidesznél, ahol még nem volt térbeli kivalasztott pont, amihez a
tavolsagot vagy a szogeket lehetett volna meghatarozni, tehat a mértani alakzatokat alkotd
pontokat az alakzaton beliil egymashoz képest lehetett meghatarozni (még nélkiilézve a 0-
ponthoz viszonyit6 segéd-informaciokat).

Ha a kiragadott pontra tengelyeket fektetek, ugyancsak 6nkényesen kivalasztva illetve
kijelolve és onkényesen meghatarozott tulajdonsadgokkal felruhazva (példaul egyenletes, azaz
linedris vagy nem lineéris, mondjuk logaritmikus osztassal ellatva), akkor a kivalasztott
kozépponttol mért tavolsag mellett vagy helyett a tengelyekhez viszonyitott tavolsag, esetleg
valamilyen hajlasszog hatarozhatja meg a geomteriai alakzat pontjainak helyzetét. Es ez mar
merdben 1) korszak, merdben 01j szamitési lehetdség.

Tagabb kovetkezményként a geometriai pontok kezelésében a kozmegegyezés valtozasa,
komplexebbé vélasa, azaz a geometriai absztrakcids modszer 1) elemmel val6 kibdviilése
vezetett az algebrai egyenletekkel vald szamolas kiteljesedéséhez. Az axiomatika torténetbdl
kiindulva, azt szem el6tt tartva tehat az egyenletekkel vald szamolas nem az algebra 6nallo
fejleménye, hanem éppenséggel a geometriai abszrtakci6 egy fejleményének a
kovetkezménye.

Ez a megkozelités (tehat az axiomatikus technika axidoma alapjainak, kdzmegegyezéses
alapjainak atrendezddése, boviilése) tenné a matematikat és természettudomanyos alapokat az
atlag jozan ember szamara attekinthetévé, egyszertivé, befogadhatova.

A koordinata rendszer tehat plusz absztrakcios sajatossagokat jelent a klasszikus korszak
matematikajahoz képest. Es ezzel elindult, felgyorsult egy olyan folyamat, melynek sorén az a
bizonyos kdzmegegyezés, amit Arisztotelesz mar az axiomatikus fogalmi rendszer
elofeltételeként nevezett meg, a kozmegegyezés egyre bonyolultabb, egyre tobbrétegiibb lett,
céljaiban és eszkozeiben egyre komplexebbé valt.

Hiszen példaul az idealisztikus matematikai térben kijelolni egy pontot, mas szdval a
valdsagban nem létezd egyéb pontok végtelenségébdl kiemelni egyet és azt elfogadni, annak
sajatos, a tobbi ponthoz képest kiilonleges természetét belatni, a kozmegegyezés igazodasat
feltételezi egy logikai lehetdséghez (a lehetdség felismeréséhez, kihasznalasahoz). Nem
tényhez, hanem egy modszertani lehetdséghez. Nem tényhez, hanem egy az idedk vilagaban
végrehajtott elkiilonitéshez, amely jelentdségében a még Arisztotelesz eldtt vazolt kétértékii
logika megfogalmazasahoz foghat6 (amire mar Arisztotelesz épithetett).

A matematika mind Gjabb fejezetei a kozmegegyezéses alapokat rendezik at, bévitik ki egyre
ujabb elemekkel,megfontolasokkal. Az attekintés a matematika egyre jabb agai k6zott ezen
kozmegegyezési alapok attekintése, rendszerezése, elemzése nélkiil lehetetlen.

A modern kor oktatdsa igen nagy kihivas elé keriilt. Képes-e kdzvetiteni az ujabb és ujabb
korosztalyok felé példaul a matematikai alapokba foglalt ,,szlikségszerli” kozmegegyezéseket,
mas széval axiomatikai alapokat? A jelek szerint ez egyaltalan nem magatol értetddo.
Olyannyira nem, hogy mintegy automatizmusnak fogjak fel a tananyag szerkesztok a
matematikai axiomatikai kozmegegyezések vellink sziiletettségét (amint a konigsbergi
filozo6fus, Kant a maga nagy maganyaban elképzelte ugyanezt a veliink sziiletettséget az
erkdlcsi alapokrol).
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A kulcsszava ennek a felfogasnak napjainkban az, hogy kinek van ,,tehetsége” a
matematikahoz. Biztos, hogy fontos fogalom a tehetség, de nem kell talterhelni, mert akkor
semmitmondova valik. El kell arulni minden nemzedéknek, hogy mik azok a fogalmi
kézmegegyezések, amiken alapszik altalaban a matematika vagy annak egyre inkabb
specialis, egyre tobb aga.

Minél sziikebb tudomanyteriiletet vesziink szemiigyre, annal tobbrétegiibb, annal 6sszetettebb
az illeté tudomanyteriilet axiomatikai alapjainak a ,,k6zmegegyezési” kiindulasi alapja. A ma
is kozismert kifejezéssel élve: ha elfogadjuk, hogy ...... , akkor abbol az kovetkezik, hogy
....... Amit elfogadunk, az adott érvelés szamara axiomatikai alapként tételezddik.

Osszefoglalva az eddigieket matematika torténetrdl érdemben lehetetlenség beszélni
aximatika torténet nélkiil. Az aximatika torténet pedig kozmegegyezés- €s logika- torténetbdl
all (hiszen az axiomatika nem mads, mint elfogadott, nem feszegetett kozmegegyezés tarsitasa
a lehet6 legkérlelhetetlenebb logikaval).

Es mehetiink tovabb az elemzésben. A logika sem azonos formalis logikai alakzatok
hasznalataval (lehetdleg tudoméanyédganként, tankonyvenként vagy tanulmanyonként eltérd
szimbolumokat hasznélva, amik értelmét az esetek tobbségében nem adjak meg). Lehet
vitatni, hogy a legjelent6sebb dokumentumokban igenis megadjak a legfontosabbakat, de egy
atlag érdekl6do, egyetemista, kutatd, mérnok szamara elérhetetlenek (ha egyaltalan 1éteznek)
a kielégitd axiomatikai leirdsok (a hasznalt axiomatikus modszer tiizetes leirdsa).

Nekem kapasbol a kozgazdasag jut eszembe, ahol érdemi axiomatdrténeti munka azt hiszem
egyszerlien nem létezik egyrészt, masrészt szamos kozgazdasagi iskola mintha ezzel a
bizonytalansaggal vissza is ¢lne (megideologizalva a fonak helyzetet). De matematikaban,
természettudomanyokban is hasonlo a helyzet (lasd egyetemi tankonyveket, tudomanyos
dolgozatokat). Engem érdekelne még az alkotmanyjog, amit szintén aktualpolitikatol terhelten
zarnak el az axiomatikus attekinthetdségtdl — feleslegesen, sok kart okozva.

Azonban nézziik a legalapvetobb evidencidk fobb tipusait az axiomatikus fogalomhasznalat
bemeneteként. Vannak axidomaknak nevezett alapfogalmak, alapvetd tételek és eljarasok a
deduktiv axiomatikdban (és ezek mellett alapvetd tények az induktiv axiomatikaban).

Néha felmeriil az alapelvek emlegetése mar a gérog idokben (alapvetd fogalmak, tételek,
elvek ...). A felsorolas messze nem teljes, sOt elvileg nem is lehet teljes, hiszen a hattérben az
emberi gondolkodas kozvetleniil modellezhetetlen azaz legfeljebb kozelitésekkel
modellezhet6 teljesége all. Ahhoz képest kell kiemelni a legteljesebb 0sztondsségbdl a
tudomanyok szamdra azon alapokat, amikre az illetd tudomanyok teljes épitménye
tamaszkodhat (az emberi gondolkodas teljességével sszhangban, annak eszkozeként ....).

Lehet modellezésnek nevezni az axiomatikat, kozmegegyezésre tdmaszkodo, kérlelhetetlen
logikaval kiépitett fogalmi modellnek. Ami modellként valhat a valosag részévé (az idedk, a
kozmegegyezésekre és valosagtényekre és elfogadast nyert otletekre tAmaszkodo ideak
részéve), de sosem valhat a kozvetlen, ,,eredeti” (arnyékvilagi) valésaggd, vagy annak 1:1 hii
torképévé, annak mintegy konkurensévé, behelyettesitdjévé.

A koézmegegyezés tartdssagat, terhelhetdségét hasonlithatjuk egy haz alapjahoz, amelyet
futbhomokra vagy sziklara épitenek. Emberi alkotas elménk és a valosag kozti kapcsolat
kezelésében a tudoméanyos axiomatikaban.

Ezek a kozmegegyezések nem véglegesek és nem tokéletesek. Olyan alapok,amelyeket a
hazak alapjaihoz hasonlitva épiilhetnek a legerésebb sziklara is, ha a sziklat tengerar boritja
el, ha a szikla egy tlizhanyo6 oldalaban van, vagy ha kébanyat nyitnak benne, vagy valami
nagyobb kéregdarabon van, ami lassan alameriil a foldkopenybe. Tehat viszonylagosak a
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gondolkodasi alapok az axiomatikus rendszerek esetében. A fontossaguk pedig részint ezen
viszonylagossagok kozti résben, eltérésben kell érvényesiiljon.

A tudomanyhoz nem vezet mas ut. Vannak sikeres és kevésbé sikeres probalkozasok.

Felmertil a besz¢lt hétk6znapi nyelv és az axiomatika kapcsolata. Az axiomatikus érvelés nem
az elnevezésektodl fiigg, hanem a helyesen alkalmazott logikai miiveletektdl — valamint a
természettudomanyokban a valosag tényleges adataitol valamint a matematikaban a jol
megvalasztott alapfogalmaktol.

Tehat lehet hasznalni az axiomatikanak kodolt, a hétkoznapi életben jelentésnélkiili
megnevezéseket. De hosszll tdvon ez zavarhoz vezet. Hossza tdvon meg kell talalni, hogy
¢letérzésiinkhoz, kulturankhoz jol illeszkedo elnevezéseket hasznaljunk — az axiomatikaban
is. Ezek a j6 elnevezések jelentik a hidat a mi tényleges életlink és a tudomanyos absztrakcio
kozott.

De amig a logika, axiomatika, deduktiv és induktiv szavakra nincsen a félreértést elkeriild
taldlo magyar megfeleld, addig nem tolhatjuk el magunktol a gérog gondolkodésban meglelt
kifejezések hasznalatat. Legfeljebb torekedniink kell azok eredeti torténetével, hasznalatuk
eredeti indokaival tisztaban lenni, amint azt Szabé Arpad irasaiban tapasztalhatjuk.

-FA
arpad.fay@gmail.com
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