9) ... OLVASÓNAPLÓ 2.melléklet - Dobó Andor: Euklidész hatása a tudomány fejlődésére c. 1989-es könyvéről

 --<<Dobó Andor könyve (ezen kis füzete) számomra egy mértékadó, megnyugtató támpont a dedukcióról (a matematika történeti alapismeretek kiérlelt, áttekinthető közvetítése) – amiben pedig másként fogalmaznék, arra sajnálattal kell tudomásul vegyem, hogy a szerzőtől nem kérhetek már véleményt. 
Ami átsüt az ő sorain is, az valami képtelenül szívós dialektikus meggyőződés, hogy a tudás egyedüli forrását a tapasztalatban kell megtalálni. Ezt a tapasztalati „kizárólagosságot” túlpörgeti nemcsak Dobó Andor, hanem az összes mai matematikus, fizikus, mint megdönthetetlen alapelvet lobogtatva – s közben elvész a „fürdetett gyerek”, az ismeretelméleti alapok, alapigazságok háttere. Mert szerintem nem lehet sem rangsorolni sem eredendő funkciójából kiléptetni sem a dedukciót, sem az indukciót.
Lényegében ez a modern kor sem minden áron és minden józan mértéken túl tapasztalat-elvű, hanem csak amolyan önigazolásként mormogja, hangoztatja a tapasztalat egyedüli szempontját, közben pedig összecsúszni látja a fizikát és a geometriát, és geometriából „bizonyítható” fizikáról beszél. Nem a szerző, Dobó Andor, hanem az általa velünk megismertetett mai gyakorlat.
 –FÁ (aki az axiomatikának akart utána olvasni, a szövegben kiemeléseket csinált és megjegyzéseket tett - úgymond laikus olvasóként)>>-- 
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Előszó

A „mű" keletkezésének körülményei: A marosvásárhelyi neves Bolyai-kutatónak, Weszely Tibornak, a Természet Világa 1983/5. számában Bolyai János hátrahagyott matematikai munkáiról csodálatosan szépen megírt méltatása felhívta a figyelmemet másik munkájára is, az 1981-ben megjelent Bolyai János matematikai munkássága című könyvre.

Sajnos, a könyv tanulmányozásának már a kezdetén megakadtam. Bolyai szerint ugyanis, ha két egymást metsző egyenes közül az egyiket egyik pontja körül a közös síkjukban elforgatjuk, akkor szükségszerűen bekövetkezik az a helyzet, amikor a forgatott egyenes legelőször nem metszi a rögzítve hagyottat. Az ilyen állásra mondja Bolyai, hogy a legelőször elpattanó félegyenes párhuzamos a vele egy síkban levő másik egyenessel. Számomra a jelzett tulajdonságú legelső egyenes létezése nem volt magától értetődő, s úgy véltem, a szigorúbb matematikai tárgyalás megköveteli az egzisztencia igazolását. Feltételeztem, hogy ez az alaposabb felkészültségű geométereknek nem okoz nehézséget, csupán az én ismeretem és gondolatvilágom alkalmatlan a leírtak megértésére.

Problémáim gyors tisztázása végett, 1983 májusában levelet írtam Weszely Tibornak és a Debrecenben élő neves matematikatörténésznek, Szénássy Barnának.
Válaszukban mindketten megerősítették, hogy az elpattanás kérdése tényleg nem triviális, s az egzisztenciát (létezést) valóban bizonyítani kell, s ezt több szerző meg is teszi. Az egzisztenciabizonyítások a Dede-kind-féle szeletalkotáson alapultak, melyet R. Dedekind (1831-1916) német matematikus, Bolyai János halála után mintegy 12 évvel publikált.

Ez a tény újabb gondot okozott. Zavart, hogy nem találtam a problémára más bizonyítást. Az is érdekelt, vajon ki volt az első, aki a Bolyai értelemben vett párhuzamosok egzisztenciaigazolásának a kérdését felvetette, és ki volt az, aki ezt először el is végezte. A kérdésre a válasz - a Szénássy Barnával közösen végzett matematikatörténeti kutatások fontosabb adataival együtt - a Kilátó különszámaként 1985-ben megjelent Bolyai-emlékfüzetben olvasható.

Ezzel látszólag be is fejeződött a Bolyaigeometria területén való pásztázásom. Csakhogy időközben sok új ismeretre tettem szert, s nem tudtam belenyugodni abba, hogy mindez kihasználatlanul maradjon. Ezért töprengeni kezdtem azon, vajon mit és hogyan lehetne ebből átmenteni a hasonlóságelmélet körébe, amellyel akkoriban elmélyülten foglalkoztunk szerzőtársammal, Szajcz Sándorral. Megismertettem vele elképzeléseimet, átadtam neki felgyülemlett fontosabb ismereteimet, hogy közösen láthassunk munkához.

Először észrevettük, hogy a Bolyai- vagy más néven hiperbolikus geometria Cayley-Klein-féle modelljében a kettősviszony logaritmusának rögzített konstansszorosa mellett értelmezett nemeuklideszi (hiperbolikus) távolság értéke nullához tart, ha a kör sugara a végtelenhez tart. Hogy ez ne következhessek be, kiterjesztettük a kettősviszony fogalmát, s ennek alapján új, az eddiginél általánosabb nemeuklideszi távolságfogalomhoz jutottunk. --<<?! -FÁ>>-- 
Ezen az úton haladva olyan új geometriát kaptunk, amelyben a „sík" ugyancsak kizárólagosan egy adott sugarú kör belsejének pontjaiból áll, csakhogy most, ha a kör sugarát minden határon túl növeljük - a kör középpontjának változatlanul hagyása mellett -, akkor a hiperbolikus távolság euklideszi távolságba megy át, vagyis a hiperbolikus sík a várakozásnak megfelelően euklideszivé válik.

Az igazi meglepetés akkor ért bennünket, amikor előállítottuk az ívelemet, s kiszámítottuk a Gauss-féle görbületet, amely csak speciális esetekben lett állandó. Ismeretes, hogy a nemeuklideszi geometriák zseniális felfedezése óta a tudományok művelői nem tudják eldönteni, hogy a valóságot az állandó negatív görbületű Bolyai-geometria, a nulla görbületű euklideszi geometria, vagy az állandó pozitív görbületű Riemann-geometria közül melyik írja le, illetve jellemzi jobban. --<<ismeretelméleti problémát jelenthet inkább, hogy az ellentmondás(-mentesség) elve a valóság és annak fogalmi képzete között alapfeltevés kell legyen (gondolkodási koronként másként, más-más határig). Azonban Platón ideatanából annyi mindenképpen máig alapul veendő, hogy az ideáknak nem a valóság a forrása, hanem az ideák és a valóság között keresni kell a gondolkodást ellehetetlenítő ellentmondás elkerülését. -FÁ>>-- 
Klein - a göttingeni egyetem hallgatói számára jegyzetként 1892-ben és 1893-ban kiadott-előadásait tanítványai a halála után, 1928-ban, Nicht Euklidische Geometrie címen könyvként is kiadták. Ebben az áll, hogy világunkban a három klasszikus geometria valamelyikének kell uralkodnia. --<<attól még lehet hamisan feltett a kérdés -FÁ>>-- 
Rédei László (egyetemi tanár, a Magyar Tudományos Akadémia rendes tagja) Szász Pál könyvéhez írt előszavában (1973) pedig ez olvasható: „Az is kiderült, hogy terünkben egyéb geometria már nem lehetséges, és csak a tapasztalattól, a mérések tökéletesítésétől remélhető annak eldöntése, hogy tényleg melyikük érvényes." --<<nem értem a felvezetést, hiszen a modern geometriában a vetítés, projektálás ismert művelet, miszerint a különféle geometriai alakzatok az euklideszi és egyéb geometriák között vetíthetők, transzponálhatók -FÁ>>-- 
A környező valóságos tér természetéről folyó vitában a kérdésnek ez a felvetése, megfogalmazása más értelmet és felfogást kap A. Einstein speciális relativitáselméletében (1905) és még inkább általános relativitáselméletében (1916), amely napjainkban is hat a modern kozmológiai elméletekre.

Az elemi úton kapott eredményeink révén a kérdés megválaszolása árnyaltabbá vált, mivel nem kizárólagos jelleggel merül fel az állandó görbületű geometriák érvényesülése melletti állásfoglalás kérdése. A Gauss-görbületre kapott kifejezés diszkutálása ugyanis azt mutatta, ha valaha is sikerül tisztázni, hogy 
· a makrovilágot jó közelítéssel a pozitív görbületű (elliptikus) Riemann-geometria jellemzi, 
· akkor - folytonos átmenettel - a mikrovilágot a negatív görbületű Bolyai-geometria, és fordítva.

Einstein az általánosabb értelemben vett Riemann-geometriát választotta az általa kidolgozott relativitáselmélet pillérjéül, s a makrovilágra nézve a tapasztalat eddig csak megerősítette a választás helyességét!
Ez az önmagában egyszerű eredmény nemcsak meglepett, de kíváncsivá is tett. Ezért fokozott érdeklődéssel kezdtem visszafelé haladni a múltba úgy, hogy közben megpróbáltam eligazodni az előttünk élő szellemi óriások gondolatvilágában. E kalandos fordulatokkal bővelkedő szellemi túrának lett az eredménye e könyvecske, amely egyben bepillantást nyújt az alkotás műhelyébe. Megírásakor törekedtem tudományos igényességre, szabatosságra, ábrák nélkül is szemléletességre, ugyanakkor kerültem a tudományos mélységet azért, hogy minél több embernek szerezhessek kedvet a múltban való kalandozáshoz.

E könyvben megpróbáltam Euklidész monumentális művének a hatását áttekinteni, érzékeltetni, nyomon követni. Nemcsak azért tettem ezt, hogy bemutassam mire volt képes az ókori görög szellem, hanem azért is, hogy tisztábban lássuk magunk előtt a tudományfejlődés gondolati elemeit, mozgatórugóit, valamint azt, hogy az újkor, s a jelen tudományos gondolatvilága és kultúrája csak a múlton keresztül ismerhető és érthető meg igazán.

Időszámításunk előtt 300 körül keletkezett Euklidész Elemek (görögül Sztoikheid) című munkája. Ennek az eredetileg tizenhárom kötetből álló geometriai kézikönyvnek „terjedési sebességét" mutatja az is, hogy csak 1482-től 1632-ig, vagyis 150 év alatt, több mint 150-szer adták ki. Napjainkig pedig a különféle nyelveken 1000-nél több kiadást ért meg. A címbeli elemek szó jelentése egyébként nem az elemi, hanem az alapozás, alapelvek megfelelője, legalábbis ezeknek a szavaknak a segítségével érthető meg.

Az Elemekről - az Írországban élt, magyar származású matematikus és fizikus, Einstein volt munkatársa - Lánczos Kornél (1893-1974): A geometriai térfogalom fejlődése (Gondolat, Budapest, 1976.) című könyvében azt írja, hogy „az emberiség szellemi fejlődésére egyetlen műnek sem volt ehhez hasonlítható hatása."
Amikor gondolatilag végighaladunk elődeink több ezer éves útján, egyben tiszteletünket és hálánkat igyekszünk leróni mindazoknak, akiknek tehetsége, szellemi nagysága, továbbá erőfeszítéseiknek és tanaiknak nemes jellege a modern tudományok és kultúrák világához juttatott bennünket.

Azért, hogy kellő alapossággal tudjam bemutatni, s ennek alapján értékelni az Elemek hatását, szólni kell magáról a műről, valamint keletkezésének előzményeiről és körülményeiről. Előrebocsátom, hogy helyenként kérdőjel vagy a körülbelül kiírása nélkül szerepelnek olyan évszámok is, amelyek nem teljesen biztosak, forrásonként változók, vagy legalábbis megkérdőjelezhetők. A határozottabb feltüntetést a megbízhatóbbnak tűnt források alapján hagytam meg.

Nemcsak matematikusokhoz és más reáltudományok iránt érdeklődőkhöz, hanem a humánkultúrák művelőihez is szólni akartam. Ha periferikusan is, de megpróbáltam érzékeltetni, hogy a két kultúra  --<<humán és reál -FÁ>>-- összetartozik, s mi több, egy és oszthatatlan, miként az agy bal és jobb féltekéje együttesen jelenti az egész agyat. Az emberi alkotás mindkét léiteké használatát igényli. Bármelyik károsodása torz művet eredményez.

Remélem, hogy diákok, egyetemi hallgatók, tanárok, és más alkotó értelmiségiek a működési területüktől, elhivatottságuktól és szakmájuktól függetlenül - érdeklődéssel veszik kezükbe e könyvet. Olvasását a forrásmunkák és egyéb művek megjelölésével, utalásokkal, figyelemfelkeltéssel is igyekeztem hasznossá tenni.

Amikor az olvasó a több mint kétezer éves távlatokból közeledve jut el napjaink tudományos gondolatvilágához, kérem, vegye figyelembe, hogy a rögös, kátyús, olykor beláthatatlan úton a kalauzoló is bukdácsolhat. Ne feledkezzen meg arról sem, hogy e sorok írójában végső fokon a Természet Világában olvasott Weszely-cikk váltotta ki a továbbgondolást, s adta kezébe a tollat azért, hogy a maga választotta optikán keresztül ismeretet terjesztve láttasson.
E helyen kívánom megemlíteni, hogy a kéziratot számos, általam tisztelt matematikus, fizikus, filozófus, tudománytörténész, mérnök, tanár, közgazda barátom, ismerősöm még nyers változatban olvasta. Igyekeztem a szóban vagy írásban közölt alkotó bírálatuknak, követelményeiknek, értékes és hasznos észrevételeiknek a lehetőségekhez képest eleget tenni.

Valamennyiüknek - közöttük a kézirat hivatalos lektorának, a szerkesztői, kiadói, nyomdai munkát végzőknek is - értékes segítségükért és közreműködésükért ezúton is kifejezem hálás köszönetemet.

Budapest, 1986.

Dobó Andor


Euklidész elődei

Az ókori Görögország, s a perzsa háborúk következtében a fénykorát élő Athén mely a görög kultúra gyűjtőmedencéjévé vált -, minden későbbi civilizáció fejlődésére olyan rendkívüli hatást gyakorolt, hogy szinte lehetetlen a következményeit teljes hatásukban nyomon követni.

Kiváltképp az i. e. 600 és 300 közötti hellén korszakban ment végbe az irodalom, filozófia, művészetek és tudományok körében olyan robbanásszerű fejlődés, amelynek okaira máig sem tudunk ésszerű magyarázatot találni. Ez a rövid 300 év, és ezen belül is a szalamiszi tengeri csata (i. e. 480) és a peloponnészoszi háború kitörése (i. e. 431) közé eső 50 év, annak is utolsó tizenöt esztendeje - melyet tágabb értelmezésben az ókori történet Periklész kora néven tart számon - szinte egyedülálló az emberiség történetében.1
Ezt a 300 éves időszakot a geometria iránti hallatlan nagy érdeklődés is jellemzi. Bár a görög geometria kezdeti lépéseit számos vonatkozásban homály fedi, s nem valószínű az sem, hogy a geometriai tudás és ismeret a görögökkel kezdődött volna,2 mégis azt kell hinnünk, hogy ez idő tájt nem volt más nép, mely a térről a görögökhöz hasonló módon gondolkodott volna.3
Az első görög geométerek közé tartozott Thalész (i. e. 624-547) az ókor hét bölcsének egyike. Őt követte - mintegy ötven évvel később - az iskolát teremtő Pitagorasz (i. e. 572-490), majd az ötletes okoskodásairól híres Zénón (i. e. 490-430). A rendkívül tehetséges és számottevő eredményt elért geométerek közé tartozott a testek térfogatának kiszámításával foglalkozó Démokritosz (i. e. 460-370), a holdacskák elméletével foglalkozó Hippokratész (i. e. 450 táján élt), valamint Theaitétosz (i. e. 415-369), aki már azt is tudta, hogy bármely olyan egész szám négyzetgyöke, amely nem teljes négyzet, irracionális szám. Ide tartozik a kocka megkettőzésével foglalkozó Arkhitasz (i. e. 437-347), akinek tanítványa volt a kivételes képességű Eudoxosz (i. e. 408-355), a felsőbb matematika egyik legfontosabb módszerének, a határérték elméletének a felfedezője. (Euklidész után elsők között Arkhimédész (i. e. 287-212), többek között a róla elnevezett posztulátummal, járult hozzá a geometria megalapozásához.)

A geometria tudományos módszerének tulajdonképpeni megalapítója Platón (i. e. 427-347) volt, aki életét az athéni demokrácia elleni harcban töltötte el. 
· „Ő adott először definíciókat, 
· nála jelent meg először a pont és az egyenes mint absztrakt fogalom, 
· ő definiálta először a mértani hely fogalmát,
· és ő tűzte ki először a feladatot, hogy a sík alakzatait vonalzóval és körzővel kell megszerkeszteni."4
 
Számos tudományos eredménye azonban nem maradt ránk, mivel azokat előadás formájában adta közre Athénben i. e. 387-ben, a maga alapította iskolán, az Akadémián.

Platón tanítványa, majd vetélytársa, az ókor másik nagy gondolkodója, a thrákiai Sztageirában született Arisztotelész (i. e. 384-322), akit i. e. 342-ben Fülöp makedón király meghívott fia, a későbbi Nagy Sándor mellé nevelőnek. (Nagy Sándor zseniális katonai hódításainak kultúrtörténeti jelentőségét máig sem igen tudták felmérni.) Arisztotelészt, aki igen járatos volt a geometriában, elsősorban olyan kérdések foglalkoztatták, amelyek a tudományos gondolkodás általános elveihez és módszertanához kötődtek. Idevonatkozóan különösen értékesek a posztulátumok és axiómák szerepéről adott elemzései. Arisztotelész tulajdonképpen a logika tudományának megalapozója. Logikai és ismeretelméleti tanai, a gondolati formák leírásában, tanulmányozásában elért eredményei a mai logikának is alapját alkotják. Euklidész már a Platón-Arisztotelész-féle axiomatikus gondolkodásmód hálása alatt állt. A tudománytörténészek egy része - P. Tannery nyomán {La géométrie (/recque, Paris, 1887.) - a görög tudomány történetének első periódusát, a hellén tudományt, Arisztotelésszel zárják. A következő periódust, az alexandriai tudományt, Arisztotelész tanítványától, Eudémosztól (i. e. 355 körül) az időszámítás kezdetéig határolják be. (Th. L. Heath (1861-1940) írja a 2. jegyzetben idézett könyve 2. kötetének 355. oldalán: „A görög geometria aranykora a pergéi Apolloniosszal ért véget.")

A matematika születésének nyomon követése szempontjából pótolhatatlan veszteség, hogy Eudémosz A geometria története című nagy munkája, amelyben feldolgozta a legkorábbi geométerektől az Euklidészig terjedő időszakot, nem maradt fenn. Ezért is tudunk olyan keveset a matematika születésének időszakáról, melyet a történészek egy része a babiloni kultúra második harmadik évezredébe helyez. Elsősorban Eudémosz felbecsülhetetlen értékű könyve szolgált forrásul a Bizáncból származó Proklosz (410-485) Kommentárok Euklidesz első könyvéhez című művéhez, amely viszont ránk maradt, s amelyből megtudjuk, hogy a geometria igazságai mind ha - akkor igazságok. Nem ismeretes azonban a Proklosz-féle összefoglaló címen ismertté vált át tekintés szerzője. Egyébként ebből tudjuk meg, hogy már Arisztotelész idejében is használatos volt egy Elemeknek nevezett tankönyv, amelyet Theudiosz írt. Megemlítjük, hogy Hippokratész (i. e. 450 körül) és León (i. e. IV. század közepe táján) is írt] egy Elemeket, s nem elképzelhetetlen, hogy ezeket Euklidesz is használta, igénybe vette munkájának összeállításában.
Euklidesz „elemei"

Euklidészről két anekdotán és Papposz utaló jellemzésén (lelkiismeretes, nyíltszívű, barátságos, szerény, fiatalabbak ötleteit, okfejtéseit meghallgató, mások érdemeit tiszteletben tartó stb.) kívül sajnos nagyon keveset tudunk. Még a születésének és halálának időpontját sem ismerjük, csupán azt tudjuk, hogy időszámításunk előtt 300 körül Alexandriában kellett élnie, legalábbis itt tanított egy ideig. Feltehetően a Ptolemaioszok által itt létesített híres Könyvtár és a vele összeköttetésben álló Muzeion (múzsák menedéke) volt működésének színhelye. Ez utóbbi ebben az időben tudományos és oktatási központként a tudósok gyülekezete volt, akik a Lagidák bőkezűsége folytán gondtalan életet élhettek, s intézkedések teremtették meg számukra az érintkezések kellemes és hasznos formáit. A Könyvtár és a Muzeion (Múzeum) a királyi várban volt. A vár méretére jellemző, hogy az óriási város negyedét foglalta el. Akik itt éltek, évenként kapták fizetésüket királyi alapítványból. Fel voltak mentve az adók és közterhek viselése alól, ezenkívül az óriási könyvtár melyben több mint ötszázezer tudományos jellegű kéziratot gyűjtöttek össze - és, egyéb művelődési eszközök szabadon álltak rendelkezésükre. A Muzeionnak a tudományos életre és alkotásra gyakorolt kedvező hatása mintegy 700 éven át érvényesült. (Az itt folyó tudományos élet a római hódító háborúk következtében hanyatlani kezdett. A „pogány" tudósokat száműzték vagy megölték, a Muzeiont pedig lerombolták.)
Nem árt elgondolkodni a Coxeter által is idézett, nagy francia projektív geométer, M. Chasles (1793-1880) alábbi sorain: „A történelem tanúsága szerint a matematika művelését pártfogoló koronás fők uralma volt a legtündöklőbb, és dicsőségük is; a legtartósabb".

Euklidész a Nagy Sándor (i. e. 356-323) alapította Alexandriában - mely az egyik hellenisztikus birodalomnak, Egyiptomnak a fővárosa lett, és amelynek virágzását már Nagy Sándor nem élte meg - állította össze Elemek címen azt a tizenhárom kötetes monumentális munkáját, amely magában foglalta a tudományos geometriában addigi elért valamennyi alapvető eredményt. (Elveszett munkái közé tartozik a címéről ismert Álbizonyítások (Pszeudaria), valamint a Kúpszeletekről, amelyből a lényegesebb rész feltehetően belekerült a pergéi Apollóniosz (i. e. kb. 260-170) hasonló tárgyú, Konika című munkájába.
Euklidész munkáiban magának nem tulajdonított semmilyen felfedezést, mégis azt kell hinnünk, hogy levezetései során több saját megfogalmazást és segédtételt adott és közölt művében. Nem ismeretes például az, hogy Pitagorasz hogyan bizonyította be tételét. Akadnak, akik szerint nem is adott tételére mai értelemben vett bizonyítást. Az Elemekben Pitagorasz tételére adott bizonyítást Proklosz Euklidésznek tulajdonítja, lény, hogy ez az első ránk maradt bizonyítás.

Euklidész a tudományos irodalom művelése mellett tanítói tevékenységet folytatott, s kitűnő érzéke volt az ismeretek rendszerbe foglalásához. Ebben azonban nem annyira a gondolkodásmód, hanem inkább a tanítási cél vezette. Olyan tankönyvet igyekezett írni, amelyből a geometriai igazságok minél könnyebben taníthatók és tanulhatók. Ezért az ismereteket könnyen áttekinthető rendszerbe foglalta. Minden előző tankönyvet felülmúló munkáját definíciókkal kezdi. (Pont az, aminek nincs része; a vonal szélesség nélküli hosszúság stb.) Ezek után azokat a már előtte is használt alapigazságokat, axiómákat (görögül axiómata) közli, amelyekre a bizonyítások és levezetések folyamán hivatkozni fog. Ezekhez az általánosan elfogadott (és nem bizonyított!) igazságokhoz olyan további igazságokat csatolt, amelyek a rajzolás folyamán alakulhattak ki. Ezek a posztulátumok (görögül aitéma).
A görögöknél az axiómák általában olyan relációk voltak, amelyeket gondolkodásuk természete diktált. Az olyan állításokat, amelyek nem a gondolkodásukból, hanem a geometriai látásmódukból fakadtak posztulátumoknak nevezték.5 Ezek tehát nem logikai úton keletkeznek, hanem elhihető voltuk miatt feltételezett, elfogadott állítások. Lánczos idézett könyvében meg jegyzi, hogy: „Az axiómák és posztulátumok közti különbség, ami a filozófiailag iskolázott görögök számára teljesen világos volt, később elhalványult, s így az eredeti kiadás bizonyos mondatait a későbbi kiadásokban más helyre tették át. Így fordulhatott elő, hogy egyes kiadások néha egy axiómát posztulátumként tüntettek fel, és fordítva."
Euklidész Elemek című munkájának eredeti kézirata nem maradt ránk. A vatikáni könyvtárban 1800 körül találtak egy X. századból származó másolatot, amely igen hitelesnek tűnik. Ebben is, és más megbízhatóbb források összevetése szerint is, az eredeti Elemekben öt posztulátum és öt axióma volt, melyek így hangzanak:

Posztulátumok:

Követeltessék,
1. hogy bármely pontból, bármely pontba egyenest húzhassunk,
2. hogy bármely egyenes szakaszt folytatólagosan meghosszabbíthassunk,
3. hogy bármilyen középpontból bármilyen sugárral kört rajzolhassunk,
4. hogy minden derékszög egyenlő legyen egymással,
5. és hogy ha két egyenest úgy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon keletkező belső szögek összege kisebb,, mint két derékszög, akkor a két egyenes végtelenül meghosszabbítva találkozzék azon az oldalon, amelyen a két derékszögnél kisebb összegű szögek fekszenek. (Ezt már Euklidész előtt is ismerték, de nem sorolták a posztulátumok közé, mert bizonyítható tételnek tekintették. Lehet, hogy Euklideszi éppen az addigi bizonyítások kudarca késztette arra, hogy e tulajdonságot a posztulátumok közé sorolja!?)

Axiómák:
1. Amik ugyanazzal egyenlők, egymással is egyenlők.
2. Ha egyenlőkhöz egyenlőket adunk, akkor az összegek egyenlők.
3. Ha egyenlőkből egyenlőket veszünk el, a maradékok egyenlők.
4. Az egymásra illeszkedők egyenlők egymással.
5. Az egész nagyobb a résznél. (Az ő részénél!)
A későbbi kiadásokban, átírásokban és kommentárokban Euklidész axióma- és posztulátumrendszerét - főleg logikai hiányosságok miatt - megváltoztatták, kiegészítették, s ez nem mindig vált a mű előnyére. A jelenleg használatos változat már kilenc axiómával dolgozik. Az első nyolc mind az egyenlőségekről állít valamit. A 9. axióma viszont azt mondja ki, hogy: „Két egyenes vonal nem fog közre területet." Ennek a többitől való feltűnő eltérése is arra utal, hogy ezzel' feltehetően csak később egészítették ki az euklideszi axiómákat.

A világszerte ismert, Amerikában élt, magyar származású matematikus, Pólya György (1887-1985) A gondolkodás iskolája (Gondolat, Budapest, 1969, 171-172 oldal.) című könyvében Euklidész munkáját ekképpen méltatja: „A geometria, úgy, ahogy Eukleidesz Elemek c. művei tárgyalják, nem egyszerűen tények gyűjteménye, hanem logikai rendszer. Az axiómák, definíciók és tételek nem véletlen sorrend szerint következnek egymás után, hanem meghatározott rendben. Eukleidész minden tételt úgy sorolt be, hogy az következik a megelőző axiómákból, definíciókból és tételekből. A tételek rendezését joggal tekinthetjük Eukleidész fő teljesítményének, logikai rendszerüket pedig az Elemek fő érdemének.

Eukleidész geometriája nem akármiféle logikai rendszer, hanem az első és legjelentősebb példa a logikai rendszerre, amelyet más tudományok mindmáig igyekeztek és igyekeznek utánozni. Helyes-e, ha más - különösen a geometriától igen messze eső tudományok, mint pl. a lélektan vagy a jogtudomány -igyekeznek utánozni Eukleidész szigorú logikáját? Vitatható kérdés, de senki sem lehet illetékes a vitában, aki Eukleidész rendszerét nem ismeri.

A geometria rendszerének a cementje a bizonyítás.  --<<axiómák – definíciók – tételek - bizonyítások -FÁ>>-- Mindegyik tételt bizonyítás köti az őt megelőző axiómákhoz, definíciókhoz és tételekhez. Ha nem értjük meg a bizonyításokat, éppen a rendszer lényegét nem érthetjük meg."

A tételek levezetése szempontjából Euklidész klasszikus axiomatikus módszere szintetikus eljárás, a geometriában való alkalmazása napjainkig az axiomatizált tudomány mintaképe. Az Elemek az első olyan mű, mely az addig ismert matematikai anyagon következetesen végigviszi a deduktív módszert. A benne megtestesült hatalmas rcndszerezői munkát igazából persze akkor lehetne értékelni, ha Omar kalifa, Alexandriának 641-ben való eleste után, nem égetteti fel annak legnagyobb Könyvtárát, amellyel állítólag hat hónapig fűtötték a város 4000 közfürdőjét.

Hogy hogyan, miként jöhetett létre ilyen hatalmas könyvtári anyag, azt némileg sejtetik Arisztotelész alábbi sorai: „Ha pedig egyszerre több mesterség feltalálásáról van szó, amelyek közül némelyek az életszükségletekre, mások pedig a szemlélődő élet örömeire vonatkoznak, az utóbbiak föltalálóit mindig bölcsebbeknek tartjuk az előbbieknél, mert az ő tudományuk nem a haszonra irányul. Így érthető, hogy csak mikor az ilyesmi mind készen volt, akkor találták föl azokat a tiszta tudományokat, amelyek sem a gyönyörűségre, sem az életszükségletekre nem vonatkoznak, éspedig először azokon a helyeken, ahol volt az embereknek ráérő idejük. Ezért fejlődtek ki pl. a matematikai szakismeretek először Egyiptomban, mert ott volt elég szabad ideje a papi törzsnek." (Arisztotelész: Metafizika. I. könyv. 1. fejezet. 101. oldal. Filozófiatörténeti szöveggyűjtemény, Tankönyvkiadó, Budapest, 1958.)

A történelem folyamán többször is felmerült, hogy Euklidész felfogása, látásmódja a téralakzatok egyetlen lehetséges értelmezése-e. E kételyek és a velük kapcsolatos problémák csak a XIX. században tisztázódtak.
Fordítások és átdolgozások

Nem tekintjük feladatunknak a fordítások és átdolgozások különböző változatainak áttekintését. Mindössze megemlítjük, hogy 60 táján Héron, 370 körül pedig az alexandriai Theón gondozott egy-egy új kiadást, melyeknek azonban nyoma veszett. A fönnmaradt görög kéziratok mind 700 után íródtak, és egy kivételével, a Theón-kiadás szövegét tartalmazzák.

A római birodalom nem adott nagy természettudósokat a világnak, s talán ezzel is magyarázható, hogy a rómaiak nem mutattak különösebb érdeklődést az Elemek iránt, amit tanúsít az is, hogy az ókorban csak néhány részletét fordították le latinra. Később, az arab változatú Elemekből, már több latin átültetés készült. A bathi Adelard szövegének figyelembevétele alapján, 1250-1260 körül készítette el az olasz matematikus-csillagász, G. Campano (?-1296) az Elemek legelterjedtebb fordítását, melyet saját kiegészítéseivel, magyarázataival, fejtegetéseivel látott el. A teljes mű latinul először 1482-ben vált hozzáférhetővé. A Velencében megjelent nyomtatott kiadáshoz Campano fordítását használták fel.

Nem volt könnyű Euklidész Elemeit megérteni, ezért könyveinek már a bevezetéseiben található nehézségek áthidalására is kommentárok születtek. A korai Euklidész-kommentátorok közé tartozik a rhódoszi Geminosz (i. e. 100 körül). A legjelentősebbek egyike, Prokloszon kívül, a Bagdadban és Aleppóban működő enciklopedista, al-Farabi (870-950), aki Arisztotelész tanainak első és egyik legnagyobb hatású terjesztője is az arab Keleten. (Vö.: Wirth Lajos Al-Farábi Euklidész-kommentárjai, Tudománytörténet-Technikatörténet, 1986/1.) Al-Farábi bírálja is Euklidészt, mondván: „a régi matematikusok műveikben az analízis
 és szintézis
 módszerét egyaránt használják. Euklidész csak a szintézis módszerével építette fel könyvét."

A kínai csillagászok csak a XIII. század hetvenes éveiben kezdték tanulmányozni az Elemeket, s annak első hat könyvét csak sokkal később, 1607-ben fordították le kínai nyelvre.

A görög geometria szelleme sokáig idegen maradt India matematikusai számára is. Nem mondható mindez az iszlám országokra, ahol az Elemek a legfontosabb kézikönyvnek számított, és több fontos kutatás kiindulópontjául szolgált. Csak a VII. század végétől a XV. század közepéig az iszlám országokból több mint ötven olyan matematikust lehet megnevezni, akik az Elemek fordításával (görögről vagy szírről arabra), átdolgozásával és kommentálásával foglalkoztak. Az eddig említett nyelveken kívül, napjainkig megjelent angol, francia, holland, lengyel, magyar, német, olasz, orosz, román, spanyol stb. nyelven, s többek szerint a Biblia után a második legtöbb kiadást érte meg.
Magyarul először Apáczai Csere János (1625-1659) közölt részleteket az Elemekből 1655-ben megjelent Magyar Enciklopédiájában. Az Elemeket egészében először Brassai Sámuel (1797-1897) a kolozsvári; kollégium tanára, később az egyetem matematikaprofesszora, fordította le magyar nyelvre (Pest, 1865). Ennek szövege azonban - sajátos nyelvezete folytán - nehezen érthető és olvasható.

Az első hat könyvet Baumgartner Alajos (1865-1930) fordította le másodszor, amely 1903 és 1905 között jelent meg a Középiskolai Mathematikai Lapok XI. és XII. évfolyamában. A belőle készült különlenyomatokat a Franklin Társulat 1905-ben adta ki.

Szellemi kincsestárunk 1983-ban az Elemek újabb (harmadik) kiadásával gyarapodott. Ez a változat a kiváló dán filológus, J. L. Heiberg (1854-1928) által gondozott görög szöveg újabb lenyomata alapján készült, s a Gondolat Kiadó adta ki. A könyvhöz az ismertető és áttekintő Előszót a klasszikus filológia és a matematikatörténet nemzetközi tekintélyű mestere, Szabó Árpád. írta. Az élvezetes és magas színvonalú fordí-j tást Mayer Gyula végezte, és értékes, szakszerű, modern szemléletet tükröző jegyzetekkel, kiegészítésekkel, magyarázatokkal is ellátta. Ennek az olvasó jelentős hasznát veheti. A könyv hozzáférhetősége miatt itt eltekintünk az Elemek felépítésének és tartalmának ismertetésétől. Különben is, ezt Szabó Árpád az Előszóban részletekbe menően megtette. Ebben foglalkozott Euklidész nevének helyesírási kérdésével is. Megindokolta, hogy miért helyesebb és célszerűbb Eukleidész helyett az Euklidész írásmódot használni. Az Elemek ismertetését megtaláljuk K. A. Ribnyikov: A matematika története (Tankönyvkiadó, Budapest, 1968.) című könyvében is. Ennél átfogóbban, matematikatörténeti keretbe foglalva tárgyalja a témakört és Euklidész munkásságát Sain Márton: Nincs királyi út! (Gondolat, Budapest, 1986) című monumentális műve.

Gondok és problémák az „elemekben"

 --<<ez egy örök görcs, úgy látszik, hogy valamit felemelek, hogy aztán szétszedhessem. Értelmetlenség ezt csinálni ma, több mint kétezer évvel később, egy más gondolkodási eszköztárat használva – amely azonban erre támaszkodik, mármint Euklidesz munkájára, csak finomított rajta, folytatva a megkezdett munkálkodást. -FÁ>>-- 

Az Elemek megismerése után sokan elmélyülten tanulmányozni kezdték Euklidész definícióit, posztulátumait, axiómáit avégből, hogy vajon az egész geometria tárgyalható-e, levezethető-e belőle, s ha nem, milyen módosításokat, kiegészítéseket kellene tenni. A teljesség és logikai meghatározottság szempontjából először a definíciókat kezdték kritika tárgyává tenni. Kifogásolták például azt, hogy segítségükkel nem kapják meg a pont, az egyenes, a sík igazi fogalmát. Nem kétséges, logikailag kifogásolható például egy olyan kijelentés, hogy a pont az, aminek nincs kiterjedése, mert ebből következtethetünk arra is, hogy ilyen pontok összességeként tér sem létezik. Csakhogy Euklidésznél a cél az volt, hogy a pont szó kimondásakor mindnyájan ugyanarra a dologra gondoljunk, s erre az általa adott jellemzés megfelelt. Az euklideszi definíciók helyett azokkal egyenértékű vagy tökéletesebb definíció-rendszert a kifogásolók máig sem tudtak javasolni. Napjainkban úgy tekintjük Euklidész definícióit, mint a valóságos tárgyaknak történelmileg abban az időben kialakult absztrakcióit.  --<<hát ez tévedés! Teljes mellékvágány! Az idea esetében a materializmus nem tekinthető forrás magyarázatnak -FÁ>>-- Nem teljesen ez a helyzet az ötödik könyv 4. definíciójával, melyről Arkhimédész észrevette, hogy azt posztulatumként kell kimondani. (Ez az ún. arkhimédeszi posztulátum.)

A legtöbb gondot talán az egyenes vonalra vonatkozó, meglehetősen homályos definíció okozta (I. könyv, 4. definíció), mely szerint: „egyenes vonal az, amelyik a rajta levő pontokhoz viszonyítva egyenlően fekszik." Erre nézve számos kommentár - és félremagyarázás is - született. Proklosz szerint e definíció értelme az, amit Arkhimédész posztulál egyik művében, nevezetesen, hogy „a két pontot összekötő vonalak közül az egyenes a legrövidebb."
Már az ókorban a kritika tárgyát képezték a posztulátumok is. Mivel az első posztulátum geometriai látásmódunk természetes következménye, úgy vélték, logikailag nem zárható ki annak lehetősége, hogy „két ponton át egynél több egyenes is legyen húzható."6 A bizonyítás szigorúsága is megkövetelte az 1. posztulátum módosítását, amely így hangzik: „Követeltessék meg, hogy minden pontból minden pontba egy és csak egy egyenest lehessen húzni."7
Erről a módosított változatról azért is érdemes és fontos tudomást venni, mert ennek felhasználásával tehető olykor teljessé, precízzé egy-egy geometriai tétel igazolása, így például felhasználható annak bizonyítására, hogy „két egyenes nem metszheti egymást két különböző pontban."8 Ennek a telelnek az alkalmazásával pedig belátható, hogy „egy adott egyenesen kívül lévő ponton keresztül mindig tudunk egy másik, előbbit nem metsző egyenest húzni."9 Ez a tétel lényegében az euklideszi értelemben vett párhuzamos létezésének a kimondása.

Az 5. posztulátumnak - amelyet a régebbi kiadásokban 11. axiómaként használtak - már az értelmezése is nehézséget, gondot okozott. Ezért azt vele egyenértékű állítássá fogalmazták át. Proklosz (mások szerint Ptolemaiosz) volt, aki megmutatta, hogy az 5. posztulátum ekvivalens a következővel: „Egy adott egyenessel egy rajta kívül fekvő ponton át csak egy párhuzamos húzható." Innen ered a párhuzamossági posztulátum elnevezés. Maga Euklidész nem használta ezt a kifejezést. Mint látható, a precízebbé tett előbbi tétel egzisztenciát (létezést), az átfogalmazott posztulátum pedig arra nézve unicitást (egyértelműséget) mond ki. Az 5. posztulátumnak számos más átfogalmazása is ismeretes, így pl.: „Minden olyan egyenes, amely a két párhuzamos egyenes egyikét metszi, metszi a másikat is" (Proklosz), vagy „Ha két egyenes párhuzamos egy harmadik egyenessel, akkor egymással is párhuzamosak" (?), vagy „Három nem egy egyenesen lévő ponton át mindig fektethető kör" {A. M. Legendre, később Bolyai Farkas).
Már Arisztotelész előtt is, még inkább az Euklidész utáni időkben, sok geométerben felmerült a kérdés: vajon az 5. posztulátumot nem lehetne-e a többi felhasználásával tételként bizonyítani? V. V. Bobinyin (1849-1919) neves orosz matematikatörténész 1908-ban közzétett vizsgálatai szerint az Elemek megírásától 1760-ig, vagyis kerek 2000 év alatt 55,1760 és 1800 között, vagyis 30 év alatt, már 67 olyan munka jelent meg, amely a párhuzamosok problémájával foglalkozott. Az utóbbiak közül 44 Németországban látott napvilágot. A nem publikált, bizonyításra irányuló kísérletekről már kevesebbet tudunk. Éppen ezért a XIX. század elejéig szinte követhetetlen azoknak a próbálkozása, akik az 5. posztulátumot tételként igazolni akarták. Ezek között figyelmet érdemel az iraki Basrából származó, Kairóban tevékenykedő, ibn al-Haiszam (szül. 965 körül, meghalt 1039 körül) matematikus, csillagász, fizikus és orvos próbálkozása, aki úgy véli, az általa bebizonyított 5. posztulátumot - törölve a posztulátumok közül - az Elemek I. könyvének 29. tétele elé kell helyezni mint új tételt, a megmaradt négy posztulátumhoz pedig hozzá kell tenni azt az állítást, amely az Elemek későbbi kiadásában 9. axiómaként szerepel. Az ő munkássága azért is érdekes, mert elsőként, magától értetődően fogalmaz meg egy olyan tételt, amelyet M. Pasch csak jóval később, 1882-ben vezet be fontos axiómaként.10 Ezeket a hibás próbálkozásokat kivétel nélkül az jellemzi, hogy egy bizonyos ponton hallgatólagosan olyasmit tételeznek fel, ami egyenértékű Euklidész feltevéseivel. Ez a „helyettesítés" azonban sokszor annyira rejtve marad, hogy gyakran csak nagy nehézségek árán fedezhető fel. Mindezt már Arisztotelész is felismerte és megfogalmazta az Első; analitika című művének szillogizmusok hibáiról szóló fejezetében.

Az olasz matematikus, jezsuita szerzetes, G. G. Saccheri (1667-1733), a svájci származású német matematikus, J. H. Lambert (1728-1777) indirekt módon próbálta bizonyítani a párhuzamossági posztulátumot. Annak ellenkezőjét tételezve fel, általuk abszurdnak vélt következményekhez jutottak. Ezek azonban valójában nem voltak abszurdak, ellenkezőleg, felfedezték a későbbi, nemeuklideszi geometria egyes tételeit. Csakhogy ezeket abszurditásoknak és nem ellentmondásmentes állításoknak tekintették, minthogy ebben az időben minden olyan geometriai rendszert, amely nem egyezett tökéletesen Euklidészével, nyilvánvaló ostobaságnak tekintettek. (Saccheri könyvének címe: Euclides ab omni naevo vindicatus, Milánó, 1733, magyarul A minden, szégyenfolttól megtisztított Euklidész; Lambert könyve pedig: A párhuzamosok elmélete vagyis Theorie der Parallellinien, Leipziger Archiv, 1786. címet viselte.)

Az euklideszi axiómák tökéletesített és kifinomult rendszere a XIX. század végén született meg D. Hilbert (1862-1943) Grundlagen der Geometrie (= A geometria alapjai) című híres könyvében, melynek első kiadása 1899-ben jelent meg Lipcsében. Ebben alaposan megvizsgálta Hilbert az axiómák kölcsönös függetlenségét, az axiómarendszer ellentmondásmentességét és teljességét is.11 A geometria - és ezen belül is a hiperbolikus síkgeometria - axiomatikus megalapozásában a magyarok közül elsősorban Szász Pál (1901-1978) vette ki részét (1958), aki Hilbert 1903-ban közölt eredményeit fejlesztette tovább, módosított axiómarendszert véve alapul. A három évtizedre kiterjedő vizsgálatait fő műve (Bevezetés a Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometriába, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1973.) foglalja össze. 1964-ben Hilbert axiomatikus megalapozását G. A. Choquet francia matematikus tovább egyszerűsítette a L'enseig-nement de la géométrie (Hermann, Párizs, 1964.) című könyvében.

Természetesen ezekben is, mint minden axiómarendszerben vannak definiálatlan fogalmak. Ilyenek pl. a pont és az egyenes, amely szavaknak a „jelentése" matematikái szempontból jelentéktelen.  --<<? -FÁ>>-- Ezek tisztán absztrakt szimbólumoknak tekinthetők, amelyeknek a matematikai tulajdonságait egy deduktív rendszerben kizárólag azok az összefüggések szabják meg, amelyeket az axiómák mondanak ki.12 Hilbert geometriai rendszerében a ponton és egyenesen kívül egyéb fogalmat, így pl. a szakaszok és szögek egybevágóságát is alapfogalomnak tekintette, de a szakasz és a szög már szigorúan definiált fogalom nála. M. Pieri (1860-1913) olasz matematikus - Hilbert könyvével egy időben közzétett - axiómarendszerében a pont és az egybevágóság volt nem definiált alapfogalom, V. F. Kagan (1869-1953) odesszai geométer ez idő tájt publikált axiómarendszerében pedig a pont és a távolság. Később a geometriának a távolságfogalomra támaszkodó metrikus megalapozását az amerikai G. D. Birkhoff (1884-1944) tökéletesítette. (Lásd pl. H. R. Yacobs: Geometry, Freeman, San Francisco, 1974.)

A geometriából kiindult axiomatizálási törekvés maga után vonta az axiómák függetlenségére és az axiómarendszer ellent-mondástalanságára vonatkozó vizsgálatokat, amelyek révén megszületett a bizonyításelmélet, s ennek az osztrák származású, Amerikában élt matematikustól, K. Gödel-től (1906-1978) származó (1931) nevezetes tétele, amely szerint: Bizonyos egyszerű feltételeket kielégítő axiómarendszerben mindig meg lehet fogalmazni olyan problémát, amelynek igaz vagy hamis voltát ebben az axiómarendszerben eldönteni nem lehet. Ugyancsak Gödel szerint: nem lehet az axiómákat egyszer s mindenkorra megfogalmazni, újabb kérdések megoldása olykor újabb axiómákat követel.
Anélkül, hogy részletekbe bocsátkoznánk, megemlítjük, hogy a geometria későbbi fejlődésére nagy hatással volt Kerékjártó Béla (1898-1946) topológiai vonatkozású kutatása. (A topológia, vagy más néven „analysis situs" a geometriai alakzatok olyan tulajdonságaival foglalkozik, melyek még akkor is megmaradnak, ha az alakzatokat olyan durva torzításoknak vetjük alá, melyeknek következtében minden metrikus és projektív tulajdonságukat elvesztik.) A topológiának mint önálló matematikai diszciplínának a létrehozásában kiemelkedő szerepe volt a világhírű Riesz Frigyes (1880-1956)' magyar matematikusnak.

Kerékjártótól nemcsak számos topológiai alaptétel kimondása és bizonyítása származik, a kapott eredményeket felhasználta, alkalmazta a matematika más területein (függvénytan, csoportelmélet) is. Külföldön is nagy elismerésben részesült az 1937-ben Szegeden, majd 1944-ben Budapesten kiadott A geometria alapjairól című könyve.

Az „elemek" hatása

Az európaiak részben a római vagy a görög-bizánci államok matematikai hagyatéka, részben pedig az arab nyelvű művek latin nyelvű fordításai révén ismerték meg az Elemeket, melynek tényleges hatását szinte lehetetlen nyomon követni. E helyen is inkább csak felvillantunk néhány olyan mozzanatot, amely alapján többé-kevésbé érzékelni lehet az Elemek kisugárzásait, mely Európára viszonylag lassan terjedt át. Ennek egyik oka, hogy a középkori Nyugat korán elfelejtett görögül. A tudomány nyelve a latin lett, s erre kellett átültetni az arab, az arabra fordított görög és az eredeti görög szövegeket. (A Velencében megtelepedett német E. Ratdolf (1443-1528) nyomdájából 1482-ben kikerült Elemeket is Campano arabról fordította latinra!13) így érthető, hogy sokára került be a görög matematika oktatása az egyetemek tananyagába. Egyébként is, ebben az időben a matematika még csak segédszerepet játszott az egyetemek életében, ezért sokáig megelégedtek az Elemek I. könyvének első néhány tétele elsajátításával. Később a szferikus csillagászatról, optikáról és a bolygómozgásról szóló bevezető előadások mellett, az oktatási anyagba bekerült az Elemek teljes első vagy első két könyvének a taglalása is. A tudás számonkéréséhez való hozzáállást még a XVI. század elején is a párizsi egyetemen például az jellemezte, hogy a művészeti tudományok magisztere fokozat elnyeréséhez elegendő volt, ha a pályázó jelölt a geometriai vizsga letétele helyett megesküdött arra, hogy az Elemek első hat könyvéről szóló előadásokat meghallgatta.

(A több mint kétezer éves latin hagyomány és kultúra máig is nehezen és lassan fogadja be a modern műszaki és természettudományokat egyes országokban. Az olasz gazdaság szükséglete ellenére, a hagyományszerető olasz családok gyermekeiket változatlanul tanárrá, orvossá, ügyvéddé szeretnék képeztetni. Ezáltal óriásira duzzad az orvosi, bölcsész és jogi egyetemek létszáma, ahová felvételi vizsga nélkül lehet bekerülni. A műszaki egyetemek a kevés jelentkező miatt kedvezményekkel, sőt reklámkampányokkal csalogatják a diákokat. A pályaválasztással foglalkozó intézmények - korábban nagyon kevés, de ma már egyre több sikerrel - elsősorban az elektronika, a számítástechnika és az informatika területére irányítják az olasz fiatalokat. így fordulhatott elő, hogy Nápolyban 1986 nyarán 15 múzeumőri állásra 24 ezren jelentkeztek, s a legtöbbjük orvosi vagy jogi egyetemet végzett diplomás volt. Ugyanakkor a modern technikai tudományok diplomás végzettjei, magas kezdőjövedelem mellett a jobbnál jobb állások közül válogathatnak. A frissen végzett bölcsészek, jogászok, orvosok jó része évekig munkanélküli. Egy részük ingyenmunkákat is elvállal, sőt némelyek még fizetnek is azért, hogy dolgozhassanak, s ily módon szerezzenek maguknak életismeretet és kapcsolatokat. Nem csekély áldozatvállalás ez, ha meggondoljuk, hogy a római közoktatásügyi minisztérium adatai szerint egy középiskolás diák taníttatásának költsége évente körülbelül 2 millió líra, vagyis mintegy 60 ezer forint, az egyetemistáké ennek kétszerese. A költségek 60 százalékát az állam, 40 százalékát a család fedezi.)

A XVIII. század második felére a geometriának már a tudományos jelentőségén kívül mindinkább társadalmi jelentősége is lett.
„A matematika fejlesztése és tökéletesítése szorosan összefügg az állam jólétével" - vallotta Napóleon (1769-1821) francia császár, aki egy kicsit matematikus is volt. Különösen a geometria érdekelte, olyanannyira, hogy geometria tételt is tulajdonítanak neki. (Lásd még L. Infeld: Akit az istenek szeretnek, Gondolat, Budapest, 1976, Királyok és matematikusok című fejezetét.)

Egyre jobban terjedt az Elemek iskolai geometria-tankönyvként való alkalmazása. Nehéz és fáradságos munka árán lassan, de kialakultak a geometria korszerű iskolai tankönyvtípusai. Angliában és részben Németországban megőrizték az euklideszi Elemek szellemét és szerkezetét, s inkább a tárgyalás módjának egyszerűsítésére helyezték a hangsúlyt.

Franciaországban az iskolai tananyagot, így a tanítandó elemi geometriai rendszer felépítésének irányvonalát is az enciklopédisták, ezek közül is elsősorban a nagy matematikus és fizikus D'Alembert (1717— 1783) általános nézetei és felfogása határozta meg. Ők már a geometria alapjait a metrika és a mozgás bevezetésével bővítették, gazdagították. Ez kellett a pontrendszerek mozgástörvényeinek a megfogalmazásához. Ezzel olyan eszközöket és „elemeket" iktattak be, melyeket Euklidész gondosan elkerült. Hogy milyen óriási a jelentősége ennek, azt igazából akkor értjük meg, ha figyelembe vesszük, hogy Arisztotelész szerint a mozgás nem vizsgálható a matematikában: „A matematikai tárgyaktól idegen a mozgás, kivéve azokat, amelyek az asztronómia körébe tartoznak." (Lásd: B. A. Rozenfeldtol és A. Kubeszovtól származó 6. jegyzetet Wirth idézett cikkében.)

A mozgásnak a geometriában való szerepét jól láthatjuk Hajós György (1912-1971) Bevezetés a geometriába című könyvének (Tankönyvkiadó, Budapest, 1984.) 2. §-ában.

Ami ma magától értetődőnek és nyilvánvalónak tűnik az iskolai geometria-tankönyvek felépítésében, az a legkiválóbb szellemi nagyságok, mindenekelőtt a D'Alembert, Bezout (1730-1783), Legendre (1752-1833), Lacroix (1765-1843) által írt elemi és középiskolai tankönyvekben található útkereséseknek, erőfeszítéseknek köszönhető.

A felsőfokú tanintézetek az analitikus geometriát csak ilyen előkészületek után váltak képessé felvenni programjukba. (Az analitikus geometria kifejezéssel Lacroix 1798-99-ben kiadott tankönyvében találkozunk először. E könyv sikerét jellemzi, hogy a 25. kiadása - Hermite (1822-1901) kiegészítésével - 100 évvel később, 1897-ben látott napvilágot.)

A matematika fejlődése szempontjából az Elemek hatása persze már jóval előbb megmutatkozott. (Ez érzékelhető, látható az eddig közöltekből is.) Hogy valójában ez a hatás évszázadokon át hogyan jelentkezett, miben nyilvánult meg, esetenként mi lett az eredménye, azt az alábbi példa is illusztrálja:
A Novarából származó Campano, amikor latinra fordította az Elemeket, számos értékes kommentárral, kiegészítéssel látta azt el. A későbbiek során különösen nagy figyelmet kapott a III. könyv 16. tételéhez fűzött fejtegetése az érintőszögről és a folytonosságról. E tétel egy része azt mondja ki, hogy a körív és az érintő közötti szög (érintőszög vagy érintési szög) kisebb tetszőleges egyenes szárú hegyesszögnél. Campanonak ehhez fűzött fejtegetéseit - melyekben abból indult ki, hogy az érintési szög nem lehet nulla - évszázadokig vitatták. Voltak, akik Campanot követték, mások úgy vélték, hogy „az ilyen különös szögeket" nem is lehet összevetni az egyenes szárú szögekkel. E vitában pl. J. Pelletier (1515-1582) francia matematikus arra az álláspontra helyezkedett (1557), hogy az érintési szög nulla.  --<<ma már középiskolai tesztkérdés lehetne, hogy nem nulla, hanem nullához tart -FÁ>>-- Ezt a felfogást C. Clavius (1537-1612) - az Elemek egy másik kommentátora - az 1574-ben megjelent művében elutasította, míg F. Viete (1540-1603), a neves francia matematikus egyetértett vele (1593). (Clavius 1591-ben az egyenes helytelen értelmezése folytán „bizonyítást" is adott az 5. posztulátumra.)

E - látszólag nem túl lényeges - kérdés körül kialakult vita a matematika fejlődésére rendkívül megtermékenyítőén hatott, s az infinitezimális számítás kifejlődését készítette elő.

Az érintési szög és a végtelen kis mennyiségek tulajdonságainak behatóbb tanulmányozása P. Fermat (1601-1665), J. Wallis (1616-1703), I. Barrow (1630-1677), I. Newton (1643-1727), G. W. Leibniz (1646-1716) munkásságán keresztül a matematikai analízis felfedezéséhez vezetett, melyben számos eredményt és eljárást, így pl. a differenciálszámítást, geometriai modell segítségével alkottak meg. A matematikának ebben a hallatlanul nagy jelentőségű ágában fontos szerepet kap a differenciálokkal való számolás és a leibnizi szimbolika, melyet máig is használunk. (Leibniztől származik 
· az egyenlő ( = ), 
· a szorzás (•), 
· a hasonlóság (~), 
· az egybevágóság ([image: image2.png]


), 
· a differenciálhányados [image: image4.png]


, 
· az integrál (∫) jele.

Ő használta először a „Funktion" és „Koor-dinate" elnevezéseket is.)

Mindebből az is jól látható, hogy a görög matematika milyen formáló erővel hatott a későbbi gondolkodásra. Deduktív módszerük tudományos alapossága, egzaktsága és szépsége a fizikus, matematikus és csillagász Newtont arra inspirálta, hogy erre építve alapozza meg a fizika új törvényeit. A geometriai fogalmakat a mozgással kapcsolatos jelenségekre a Philosophiae naturális principia mathematica (= A természetfilozófia matematikai alapjai) című munkájában (1687) úgy alkalmazta, hogy Euklidész geometriájának mintájára definíciókból, axiómákból és posztulátumokból indult ki. Napjainkban már számos olyan fizikus van - ezek közé tartozik pl. J. C. C. McKinsey és P. Suppes -, akik a klasszikus newtoni mechanikát formálisan a valóságtól elvonatkoztatva, absztrakt módon, axiomatikusán építik fel és tárgyalják, s csak később azonosítják az absztrakt struktúra elemeit a valóság elemeivel.

Spinozát (1632-1677), a nagy filozófust úgy elbűvölte Euklidész eljárása, hogy annak adaptálásával alkotta meg az Etikát, pontosabban az Ethica, ordine geometrico demonstrata ( = Geometriai módszerrel demonstrált etika) című művét.

Tudjuk azt is, hogy amikor a fiatal Pascal (1623-1662) kezébe került egy geometriakönyv néhány lapja, ez elegendő ösztönzést adott neki Euklidész egész rendszerének újra felfedezéséhez. „Ha érdeklődését a matematikára korlátozza, akkor az most sok figyelemre méltó felfedezéssel lenne gazdagabb", állapítja meg J. L. Coolidge (1873-1954). (The Mathematics of Great Amateurs, Clarendon Press, Oxford, 1949, 89. oldal.)

A. Einstein (1879-1955) önéletrajzi jegyzetei tanúskodnak arról, hogy milyen számottevő jelentősége volt életében annak a 12 éves korában kezébe került kis könyvecskének, mely az euklideszi síkgeometriát tárgyalta. Később maga is posztulátumokkal dolgozott.14 Azt vallotta: „Ha Euklidésznek nem sikerült valakiben fiatalos lelkesedést gerjeszteni, akkor az nem született tudományos gondolkodónak." (Bővebben lásd: A. Einstein: On the Method of Theoretical Physics, 1934; valamint Lánczos idézett művének 39. oldalát.)

Mivel Euklidész módszere a tudományos fejlődés folyamán általános módszerré vált, nyomait nagyszámú, jelentős tudományos eredmény elérésében, felfedezésében megtalálhatjuk, így elmondhatjuk azt is, hogy e módszer szerint dolgozott a nagy francia matematikus, fizikus és filozófus R. Descartes (1596-1650), s e szerint írta meg P. S. Laplace (1749-1827) legnagyobb tudományos művét, az Égi mechanikát (Mécanique céleste).
Azt a hozzáállást, hogy a XIX. század elejéig minden geometriai rendszert elvetettek, amely nem egyezett tökéletesen Euklidészével, a híres „egyetlen párhuzamos posztulátum" igazságába vetett hit is táplálta. Vagyis a rendületlen hit abban, hogy „valamely egyeneshez egy kívüle fekvő ponton keresztül egy és csak egy párhuzamos húzható."
Így van-e ez vagy sem, arról tapasztalati úton sohasem győződhetünk meg, mivel ez a posztulatum nem igazolható kísérletileg.  --<<??? -FÁ>>-- Ugyanis azzal, hogy két egyenes párhuzamos, azt mondjuk ki, s azt juttatjuk kifejezésre, hogy sohasem metszik egymást, bárhogyan hosszabbítjuk is meg őket. A matematikusok több mint 2000 évig hittek Euklidész egyetlen párhuzamos posztulátuma csalhatatlanságában, sőt mi több, bizonyítani próbálták helyességét a többi euklideszi posztulatum segítségével. I. Kant (1724-1804), a nagy hatású königsbergi filozófus ezekben a kérdésekben olyan álláspontra helyezkedett, hogy vallotta és hirdette: Euklidész posztulátumai és axiómái az emberi elme elválaszthatatlan tartozékai, és ezért objektív érvényességűek a valódi térre nézve. Azt állította, hogy csak egyetlen tér és idő képzelhető, s az ebben való hit és meggyőződés lett filozófiájának egyik alapja.

Kant akkor fektette le A tiszta ész kritikájában (1781) filozófiai rendszerét, amikor a matematikai tudományok hatalmas fejlődés előtt álltak, s ő már nem élhette meg a fejlődés átütő sikerét. A nemeuklideszi geometriák felfedezésével filozófiai felfogása érvényét vesztette, zseniális okfejtései és elméletei azonban mély hatást gyakoroltak a XVIII-XIX. század felfogásának kialakulására, s tanai - módosított formában - máig is .élnek.

Kant apriorisztikus (tapasztalatot megelőző) szemléletét már C. F. Gauss (1777-1855) gondolatmenete lerombolta.  --<<nem értem ezt a stílust. Mit kellett lerombolni? Abszurdum a falszifikálhatóság szemléletének ez az eltorzul érvényesülése. Kiemelkedő ebből a szempontból Mikola Sándor könyvében, ahogyan az új gondolatok forrásait járja körül a tapasztalati természettudományokban is! Ihlet, kíváncsiság, törekvés, keresés, félreértés stb-stb. -FÁ>>-- 
Ennek azonban Gauss a publikációiban nem adott erőteljesebb hangot, mert félt a „boiótiaiak kiabálásától". Egyébként azt vallotta: Ha egy filozófus állít valamit, ami igaz, akkor az triviális. Ha viszont valami olyant állít, ami nem triviális, akkor az nem igaz. --<<ha egy pohárban nincsen víz, akkor ott nincsen víz? -FÁ>>--  Gauss félelme nem volt alaptalan! Kant hatását jellemzi, hogy amikor 1819-ben a prágai egyetemről állásából eltávolították a korát megelőző, kiváló matematikus, filozófus és teológus B. Bolzanot (1781-1848), a hivatalos indoklás mögött, többek között, az a tény húzódott meg, hogy támadta a kanti filozófiát.

A Magyarországra eljutott kanti filozófiával kapcsolatban elsősorban a vallás kérdése körül folyt a vita, minthogy Kant hívei szerint a kanti bölcselet szolgáltatja a legjobb érveket a vallás mellett. Ellenzői viszont azt próbálták bizonygatni, hogy a kanti filozófia vallásellenes és ateista.

Napjainkban számos tudósban tovább él a platóni gondolat, amely szerint „a matematikai törvény és a természet harmóniája az isteni gondolat és lélek megnyilvánulása." Vallják, miként H. Weyl (1885-1955) - a század matematikus óriása -, hogy „a matematika speciális jellegénél, bizonyosságánál és szigorúságánál fogva közelebb viszi az emberi gondolkodást az istenihez." Ez azért van, mert a matematikai gondolkodásnak mindig volt valamilyen filozófiai háttere is. A pitagoreusokkal szemben, akik vallották, hogy „minden dolog lényege a szám", a matematika filozófiája Platónnál és Arisztotelésznél a geometria filozófiája lett. A matematika-filozófia jelentőségét jól példázza H. Lehmann könyve (Introduction to the Philosophy of Mathematics, Rowman and Littlefield, 1979), melyben kísérletet találunk az empirista matematikafilozófiához való visszatérésre, amelyre H. Putnam realizmusa (Mathematics, Matter and Method, 1975.) gyakorolt hatást. - Akadnak persze olyanok is, akik úgy vélik „a matematika a vallás egy formája, sőt ez az igazi vallás." Mások a matematikusokat valamilyen különleges szekta tagjainak tekintik, akik a világegyetem rejtett kulcsát keresik. --<<elszomorító ez a sziporkázás -FÁ>>-- 
A XX. században a matematika kétségbe-vonhatatlanságának megalapozására irányuló kísérlet lett a matematika filozófiája. Az új irányzat egy hajtását Lakatos Imre (1922-1974) képviseli (lásd: Bizonyítások és cáfolatok, Gondolat, Budapest, 1981.), aki kétségbe vonja a matematika abszolút megbízhatóságát. Az 1956-os események után Angliában letelepedett, s Popper hatása alá került Lakatos nem az axiómarendszerek konzisztenciájának (ellentmondásmentességének) bizonytalanságával érvel, hanem a matematikai bizonyítás ingatagságával, amit matematikatörténeti példákkal igyekszik alátámasztani. Jelzett művének megírása után elfordult a matematika filozófiájától, s inkább polémista lett a tudományfilozófiáról szóló vitákban. (E sorok írója főleg az egyenletes konvergencia fogalmát és a heurisztika szerepét elemezte, vitatta vele a Rényi Alfréd (1921-1969) által vezetett Magyar Tudományos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetében.)

Többen vannak akik nem fogadják el századunkban a matematikai logika által adott bizonyítás, definíció, fogalomalkotás szabatosságának objektív kritériumait, mondván, hogy „ez csupán egy elméleti modell, a valóságban sohasem e szerint bizonyítunk". --<<a matematika egy rendszerezési, érvelési (?) módszer, például az egyenlő átalakítások módszere, kísérletektől függetlenül a logikus átrendezés, elemzés módszere (éppen a logikában bízva fogadhatjuk el műveleteit) – ami a valóságnak ellentmondó eredményekre nem vezethet, de eddigelé a dedukció és indukció élesen különváltak -FÁ>>--  Az igazság az, hogy ma már ezek az objektív kritériumok léteznek, függetlenül attól, hogy a matematikusok alkalmazzák-e őket vagy sem. (Bővebben lásd Davis és Hersh később idézett könyvének „Lakatos és a kétségbevonhatóság filozófiája" című részét, valamint a könyvhöz Rúzsa Imre által írt „Kételkedés a kételkedésről" című utóhangot.)

Ha belegondolunk, hogy a deduktív rendszerben akkor bizonyított egy tétel, ha szükségszerű következménye valamely már bizonyított állításnak, amelyet hasonlóképpen bizonyítottunk, akkor nyilván mindig kell lenni véges számú olyan állításnak, amelyeket igaznak fogadunk el, s nem kívánjuk, de nem is tudjuk helyességüket bizonyítani, belátni. Ezek a posztulátumok vagy axiómák. Az axiómákként tekintett állítások kiválasztása meglehetősen önkényes. Sok múlik azon mit tekintünk, hiszünk nyilvánvalónak, igaznak. A matematika fejlődését végső fokon a hit és hitetlenség állandó jelenléte biztosítja. --<<erre mi szükség lehetett? -FÁ>>-- 
Nemeuklideszi geometriák

Annak oka, hogy a párhuzamossági posztulátum  --<<a párhuzamossági posztulátum központi szerepe a modern geometria kifejlődésében ténykérdés. De nem az egyetlen lehetséges logikai híd a problémához! Sőt talán éppen nem a megfelelő megközelítési irány. Ott volt igen szemléletes az eddigi szöveg, hogy az alapfogalmak, a definíciók és maguk az axiómák mennyire nem is az abszolút szempontokat érvényesítendő kerültek megfogalmazásra hajdanánk, hanem inkább mint egy jó tankönyvben a kor személetének igyekeztek megfelelni. Éppen az előbb volt szó Leibniz formalizmusáról, az általa javasolt jelzések máig való használatáról. Számomra a logikai megközelítés, tárgyalás helyett a történetiség felől emlegetett párhuzamossági axióma nehezíti a megértést. -FÁ>>-- bizonyítására irányuló számos próbálkozás sikertelen maradt, valójában az volt, hogy az függetlennek bizonyult a többitől, és így azok segítségével nem bizonyítható. Ennélfogva nem a próbálkozók tehetségében, hanem a szemléletében rejlett a sikertelenség oka.

A mindössze 21 éves, magyar Bolyai János (1802-1860) és tőle függetlenül az orosz Ny. I. Lobacsevszkij (1792-1856) oldották meg a 2000 éves problémát azáltal, hogy olyan geometriát konstruáltak, amelyben a párhuzamossági posztulátum nem érvényes. Más szóval a geometriai állítások ellentmondásmentes rendszerét szerkesztették meg egy olyan axiómarendszerből, amelyben a párhuzamossági posztulátumot végső fokon az ellenkezőjével helyettesítették, vagyis azzal, hogy egy egyeneshez egy rajta kívül fekvő ponton át egynél több (és így végtelen sok) olyan egyenes húzható, amelynek nincs közös pontja az adott egyenessel. Az ilyen rendszert Bolyai-Lobacsevszkij-féle geometriának vagy hiperbolikus geometriának nevezzük. (A geometriák megkülönböztetésére használt hiperbolikus, elliptikus, parabolikus elnevezések Félix Kleintől származnak. Parabolikus geometrián euklideszi geometria értendő. Egyébként 
· a hiány neve görögül élleipszisz, 
· a többleté hüperbolé, 
· az egyenlőségé parabolé. Analóg módon, ezt értelmezhetjük úgy is, hogy nincs, több, illetve egy párhuzamos van a vonatkozó geometriákban.) 
--<<ő sem beszél másként, csak feldob egy paradoxont, egy talányos (talányosságával megszokott) megközelítést, megfogalmazást, majd pár sorral odébb egy felsorolásban át is lép rajta. Az abszolút matematikáról meg a párhuzamossági tételről szebb lenne úgy tárgyalni, hogy jelezzük, időközben felmerült olyan ha tetszik „hiátusa” a klasszikus euklideszi fogalmi rendszernek, és ez pedig az egyenes és főleg a sík ma is kielégítő definíciója, amire a párhuzamossági paradoxonon keresztül igyekeztek rámutatni. Csakhogy ez kicsit archaikus megoldás, mert a hajdani szofistákra, és általában az Euklidesz előtti filozófusokra volt jellemző a paradoxonokba bonyolódás. Ebből Euklidesz ki akart lépni (kilépett), utódai pedig visszacsúsznak? Számomra ez derül ki. -FÁ>>-- 
Bolyai János - apja, Bolyai Farkas (1775-1856) Tentamenjének függelékeként, 1831-ben latinul megjelent - munkájában, az APPENDIX-ben a párhuzamos új, euklideszinél általánosabb fogalmát a következőképpen értelmezte:

Egy adott egyenesen kívül levő ponton át húzzunk egy másik, az előbbit metsző egyenest. Ebből a kiinduló helyzetből, a választott pont körül - mindvégig a közös síkban maradva - kezdjük el az egyenest az óramutató járásával ellentétes irányban forgatni. Ekkor szükségszerűen bekövetkezik egy olyan helyzet, amikor a forgatott egyenes legelőször nem metszi a rögzítve hagyottat. A pont körüli forgatás révén ilyen állásba került határegyenesről mondjuk azt, hogy párhuzamos a vele egy síkban levő másik egyenessel.15
Ebben a felfogásban a metsző félegyenesek között lehetetlen, hogy utolsó létezzék, a határfélegyenes viszont az első olyan, amely nem metsző, vagyis párhuzamos.  --<<szerintem elég, azaz nagyos sok kárt okoztak vele több nemzedéknek, hogy afféle fogalmi bűvésztrükként tálalják a párhuzamossági tételt. Vegyük sorra. Nem lehetséges olyan axiómarendszer, amelyben minden tökéletesen meghatározott. Gödel azt hiszem éppen erről beszélt, de valamiképpen korábban is ismert vélekedés volt. Itt a matematikai kultúra, a matematikai alapfogalmak átrendeződésének folyamatában szembesülhetünk a kérdéssel. Ugyanis épp az imént volt szó az érintőszögek talányáról, amely sosem lehet zérus, de minden határon túl közelíthet a nullához. Ugyanez a szemléleti sajátság érvényesül itt is. Csak itt nem a körrel (körvonallal), hanem valamely felülettel van dolgunk. A felület nem euklideszi sík. Tehát a kérdés az, hogy ahol külső pontból több vonalat lehet húzni, amelyek a felületet vagy annak egy vonalát nem metszik, akkor ezekre a nem-metsző vonalakra azt mondjuk, hogy ezek mind párhuzamosak, mert a párhuzamost úgy definiáltuk … stb. Azonban sokak számára ez játék a szavakkal, és ez a játék igen sokakat fordít el a matematika megértésétől… a matematika iránti érdeklődéstől. -FÁ>>-- A nem metszők közé tartozik az euklideszi értelemben vett párhuzamos is. Mindez végső fokon azt jelenti, hogy a Bolyai János konstruálta geometriában – 
· egy egyenesen kívül lévő ponton át - végtelen sok egyenest lehet húzni az adott egyenessel párhuzamosan. 
· Ebben a geometriában a háromszög szögösszege kisebb 180°-nál.  --<<a gömb felszínén meg éppen fordítva -FÁ>>-- 
· Itt nincsenek hasonló idomok, ennek ellenére a háromszög szögei egyértelműen határozzák meg a háromszöget. 
· A háromszögek egybevágósága miatt a trigonometriai függvények sem definiálhatók úgy, mint a derékszögű síkháromszög oldalainak viszonyai. 
· Nincs akármilyen nagy területű háromszög, mivel minden háromszög területe kisebb egy konstans értéknél. 
· Előfordulhat, hogy itt a háromszög merőleges oldalfelezői nem metszik egymást, pontosabban: vagy mind ugyanabban a pontban metszi egymást, vagy mind ugyanabban az irányban párhuzamos egymással, vagy mind merőleges ugyanarra az egyenesre. 
· Ennek következménye, hogy nem minden háromszög köré írható kör, pontosabban: bármely háromszög köré vagy kör, vagy paraciklus, vagy hiperciklus írható.16
Találóan jegyzi meg Szász Pál idézett könyvének előszavában Rédei László (1900-1980): „az az igazság hogy a már felfedezett új geometria is a kortársak részéről csak nehezen talált megértésre, már pedig amit nehéz volt megérteni, azt sokszorta nehezebb volt felfedezni."

Bolyai és Lobacsevszkij vitathatatlanul legnagyobb érdeme, hogy ők állították először a tudományt a geometriák közüli választhatóság elé.
Ebben az új geometriában természetesen szükség van az ellentmondásmentességnek a bizonyítására, amihez nem elegendő nagyszámú nemeuklideszi tételt (ilyenek voltak az előbb felsoroltak) levezetni, meg kell szerkeszteni ezen túlmenően egy olyan geometria modelljét is, amely a párhuzamossági axióma kivételével az euklideszi axiómákat kielégíti. A legegyszerűbb ilyen modellt a kiváló német matematikus, F. Klein (1849-1925) szerkesztette 1872-ben. Ez irányú vizsgálatait A. Cayley (1821-1895) angol algebrista és geométer gondolatai ösztönözték. A Klein-féle modellben fontos szerepet kap néhány projektív geometriai fogalom, elsősorban és főképpen a kettősviszony igen szellemesnek és hatékonynak bizonyuló alkalmazása.17 Ennek segítségével belátható, hogy a Klein-féle modellből - melyet ma Cayley-Klein-féle modellnek is nevezünk - a hiperbolikus geometria (formális deduktív rendszernek tekintve) éppen olyan konzisztens, mint a klasszikus euklideszi geometria. Egyébként Klein hétféle geometriát különböztetett meg a síkon. A „Klein-geometriák" száma 1910-ben Sommerville angol geométer behatóbb vizsgálatai révén kilencre nőtt. (Vö. D. M. Y. Sommerville: Classification of geometries with projective metrics, Proc. Edinburgh Math. Soc.V. 28, 1910-11.)

Csupán érintőlegesen teszünk említést arról, hogy a legkorábbi projektív (vetítő) tételeket a kommentátorok között sajátos helyet elfoglaló alexandriai Papposz (i. sz. IV. század) fedezte fel, és a francia J. V. Poncelet (1788-1867) volt az első, aki ezeket az alaptételeket tisztán projektív indoklással igazolta. Ő készítette elő a talajt a projektív geometria szigorú felépítéséhez is. 
(Az ifjú Poncelet 1812. november 12-én a francia hadseregnek Krasznojnál elszenvedett vereségekor hadifogságba esett. A Volga melletti Szaratovban a számkivetés ridegségének enyhítésére kezdett matematikával foglalkozni. Neki tulajdonítják a projektív geometria megalkotását. Részletesebben lásd: E. T. Bell (1883-1960) Men of Mathematics, Simon and Schuster, New York, 1937, 238-239. oldal.)

Cayley 1859-ben még a deskriptív geometria szót használta a projektív geometria megjelölésére. F. Klein érdeme, hogy 1871-ben - az 1827-ben K. W. Feuerbach i (1800-1834) és tőle függetlenül A. F. Möbi- j us (1790-1868) által felfedezett homogén koordináták révén - algebrai alapot adott a * projektív geometriának. (A projektív geometria axiomatikus megalapozása megtalálható H. S. M. Coxeter: Projektív geometria, Gondolat, Budapest, 1986. című könyvében.)

Miután Bolyai és Lobacsevszkij zseniális felfedezései lerombolták azt a hitet, hogy Euklidész axiómái megváltoztathatatlan matematikai kereteket képviselnek --<<tulajdonképpen ami engem illet, nem értem, nem ismerem, nem látom át, hogy mivel szemben kellett küzdenie Bolyainak és Lobacsevszkijnek. Az én iskolai tanulmányaimban már benne voltak az ő eredményeik. Közvetve, rejtetten, kevéssé kifejtve. Ezért okoz nekem megütközést a hajdani küzdelem ismételgetése anélkül, hogy annak mibenlétét a küzdelem emlegetői bemutatnák. -FÁ>>-- , szabaddá vált az út a geometriák konstruálása előtt. Elsősorban azt kezdték kutatni, vajon konstruálhatók-e olyan nemeuklideszi geometriák, amelyekben az egyenes nem végtelen, hanem véges és zárt.

Ilyen természetű geometriákat a mindössze 40 évet élt, B. Riemann (1826-1866) tárgyalt először habilitációs (magántanárságra pályázó) előadásában 1851-ben, amikor fizetés nélküli instruktor lett a göttingai egyetemen. Riemann megmutatta, hogy teljesen konzisztens módon szerkeszthetők olyan geometriák, amelyekben az „egyenesek" zárt véges vonalak. Ebben az ún. elliptikus geometriában a síkhoz illeszkedő két egyenes mindig metszi egymást. A háromszög szögösszege pedig nagyobb 180°-nál.

Az igazsághoz tartozik, hogy a legrégebben ismert nemeuklideszi geometria az elliptikus geometria, melynek szferikus változatát már az ókorban is ismerték, bár csak Riemann különítette ezt el az 1854-ben tartott nevezetes előadásában, az euklideszi és Bolyai-Lobacsevszkij-geometriától.

Az elliptikus geometria egyik modelljéhez jutunk, ha a kétdimenziós világot gömb felszínén ábrázoljuk. Ebben a geometriában a „síkot" a gömb, az „egyenest" a gömbi főkör (vagyis a gömb legnagyobb körei), a „szakaszt" a gömbi főkörív (melyek a legrövidebben kötik össze a gömbfelület két pontját) képviseli. Itt azonban zavaróan hat az a tény, hogy két átellenes ponton végtelen sok főkör halad át, más szóval, hogy két pontra esetenként végtelen sok „egyenes" illeszkedik. --<<Na végre, itt a „lényeg”, ami a geometriákat illeti. A tanultabb kalózok két és félezer éve tudták, alkalmazták. -FÁ>>--  Ettől a nem kívánt tulajdonságtól úgy szabadulhatunk meg, hogy pl. egy nyílt félgömbre (ilyen a félgömbnél kisebb gömbsüveg) szorítkozunk, vagyis az „egyenlítőt" nem számítjuk hozzá. E nyílt félgömböt zárt felületté egészíthetjük ki oly módon, hogy hozzávesszük az egyenlítő pontjait is azzal a logikai fogással, hogy az egyenlítő átellenes pontjait azonosítjuk egymással, vagyis egynek tekintjük. Ha a gömb átellenes pontjai egymástól különböznek, akkor gömbi vagy szferikus geometriáról beszélünk.

Az elliptikus és hiperbolikus geometriát gyűjtőnéven nemeuklideszi geometriának nevezzük. Ezek valójában még távolról sem szolgáltatják, illetve adják meg az összes lehetséges nemeuklideszi geometriát. Létezik többek között Galilei-féle (vagy izotrop), antieuklideszi, pszeudoeuklideszi, antipszeudoeuklideszi, antihiperbolikus, bihiperbolikus stb. geometria és ezekhez közelálló, más geometriák. (Vö. /. M. Jaglom: Galilei relativitási elve és egy nemeuklideszi geometria, Gondolat, Budapest, 1985. Lásd még Neumann Mária: A tér szerkezete és lehetséges geometriák című tanulmányát. Megjelent az Egyed-Mandics-Neumann-Salló: Modell és valóság című könyv részeként, Faela Könyvkiadó, Temesvár, 1982) A későbbi kutatások elsősorban az elliptikus geometria fizikai alkalmazására irányították a figyelmet. Einstein pl. az 1917-ben Cosmological Considerations (= Kozmológiai megfontolások) címen megjelent, neves dolgozatában az elliptikus (pozitív görbületű Riemann-féle) geometria fizikai alkalmazása mellett a következőképpen érvelt: „Terünk egészében véve nem lehet végtelen kiterjedésű, mivel egy ilyen világegyetemben (a) vagy lehetetlen lenne az egyensúly, (b) vagy pedig a világegyetem teljes tömegének és energiájának végtelen nagynak kellene lennie, ez pedig olyan következményekhez vezetne, amelyeket megcáfolnának fizikai megfigyeléseink. Fel kell tehát tételeznünk, hogy fizikai terünk ténylegesen zárt abban az értelemben, hogy ha egy egyenest saját irányában meghosszabbítunk, az végül is visszajut a kiindulási ponthoz." (Vö. Lánczos idézett mű, 98. oldal.)

Látni kell mindebből azt, hogy Euklidész és követőinek, bírálóinak munkássága nélkül Einstein nem juthatott volna arra a következtetésre, hogy terünk nem euklideszi, vagyis arra, hogy véges méretek esetén el kell hagynunk az euklideszi geometriát. Parányi, rendkívül kicsiny ún. infinitezimális méretekben azonban ezt nem kell megtennünk, mivel az infinitezimális tartományban az még érvényes marad.

Mind a hiperbolikus, mind az elliptikus geometria általánosabb az euklideszinél, mivel mindkettő ez utóbbit speciális esetként foglalja magába. A kettő egymást bizonyos tekintetben kiegészíti, más vonatkozásban egymással ellentétben áll. A Riemann-féle geometria a pozitív, a Bolyai-Lo-bacsevszkij-féle geometria a negatív görbületű tér fogalmán alapszik, s mindkettő Euklidesz geometriájába torkollik, ha a tér görbülete nullához tart. (További táblázatos összehasonlítás található P. J. Davis, R. Hersh: A matematika élménye - Műszaki Könyvkiadó, Budapest, 1984. - című könyvének 239. oldalán, melyet aTszerzŐk Preno-witz és Jordán könyvéből vettek át.)

Itt jegyezzük meg, hogy a Riemann-geometriák jó része „nem fér bele" a Cayley-Klein-féle modell-koncepcióba. A Riemann-geometriák (Riemann-terek) vizsgálata a differenciálgeometria körébe tartozik, melynek matematikai eszközei már bonyolultak és nem elemiek.

Analitikus geometria, differenciálgeometria
Egészen a középkor végéig, pontosabban Descartes és Fermat munkáinak megjelenéséig Euklidész rendszere sem lényegében, sem módszertanában tulajdonképpen semmit sem változott. A Descartes és tőle teljesen függetlenül Fermat által felfedezett koordináták a geometria tanulmányozásának egyik alapvetően új módszerét hozták létre, s állították az alkalmazás előterébe.

Ezzel kapcsolatosan Simonyi Károly: A fizika kultúrtörténete című munkájában (Gondolat, Budapest, 1986.268. oldal) megjegyzi: „Ha elővesszük Descartes egyetlen publikált művét, amely a geometriával foglalkozik, ... akkor a szokásos meglepetés ér bennünket: Kepler könyvében nem találjuk a Kepler-törvényeket, Newton Principiájában nem szerepelnek a Newton-egyenletek, és Descartes könyvében - bár igen sok ábra szerepel benne - sehol sem találkozunk a koordináta-rendszer ábrájával."

A koordináták segítségével - melyeket végül is Descartes-ról neveztek el - a geometriai problémák algebrai problémákká alakíthatók. Ez olyan döntő lépés és felfedezés volt, mely először szárnyalta túl lényegesen a görögök eredményeit, és új fejezetet nyitott nemcsak a geometria, hanem a matematika más területeinek, ágainak kutatásaiban is.

Ezt az ún. koordináta- vagy analitikus geometriát - melyben nincsenek axiómák,  --<<??? talán közvetlenül, hiszen a számfogalom maga is axiómákkal „terhes” – nem? -FÁ>>-- csak definíciók és tételek - a nagy német matematikus, C. F. Gauss még általánosabb és hatékonyabb szintre emelte. A differenciálgeometria -főleg Euler-től (1707-1783) és Monge-tól (1746-1818) származó - vizsgálati módszereit kiterjesztette a felületelméletre. Gauss gyakorlati szükségletből bevezette az általános vagy görbe vonalú koordinátákat, melyeket ma Gauss-féle koordinátáknak is nevezünk. Ennek szükségességét akkor ismerte fel, amikor a hannoveri kormány arra kérte, vegyen részt a tartomány területének geodéziai felmérésében. E munka során a dimbes-dombos vidékeken a Descartes-féle koordináták használata kényelmetlenné vált. Gauss arra a mély és a későbbiekben különösen jelentős meglátásra jutott, hogy a felületet nem a térbe kilépve kell vizsgálni, hanem önmagában létező dologként, méghozzá úgy, hogy annak saját belső élete van, saját tulajdonságokkal. Ezeket a tulajdonságokat azonban úgy kell tanulmányozni és vizsgálni, hogy közben ne lépjünk ki a felületből. Gauss ezt azáltal érte el, hogy a felületet két paraméter, u és v segítségével állította elő, melyeknek a Descartes-féle koordinátákkal való összefüggését az x = x(u,v), y=y(u,v), z = z(u,v) relációk fejezik ki. Ezáltal a felület koordinátavonala két tetszőlegesen választott, egymást kölcsönösen metsző görbesereg lett. Ebben a rendszerben az „egyenesek" azok a vonalak lesznek, amelyek a felületen mérve a „legrövidebb vonalak". A görbült felületek legrövidebb vonalait egyébként geodetikusoknak vagy geodetikus vonalaknak nevezzük. Ha a felületen mozgunk, akkor nyilván semmi sem szól az ellen, hogy e vonalakat „egyeneseknek" nevezzük. (Megjegyezzük, hogy a felület két adott pontján áthaladó felületi görbék között a legrövidebbiknek a megtalálása nem egyszerű szélsőértékszámítási feladat. A minimális ívhosszúságú görbék megkeresésének problémája a variációszámítás létrehozását, kifejlesztését segítette elő, amely általánosabban a valós függvényeknek mint funkcionáloknak a szélsőérték-vizsgálatával foglalkozik. Lásd Kosa András: Variációszámítás, Tankönyvkiadó, Budapest, 1970.)

Azzal, hogy Gauss a görbült felületet beágyazta a háromdimenziós euklideszi térbe, kiderült az is, hogy Euklidész posztulátumainak logikai szempontból semmiféle elsőbbségük nincs. Sőt mi több, a megszokottan használt posztulátumokat akár el is hagyhatjuk, mivel a segítségükkel bizonyított tételek egyetlen deklarált posztulátumból is megkaphatok. Más szóval, Gauss kimutatta, egyedül az ívelem megadása elégnek bizonyul a geometria felépítéséhez. Ez az ún. metrikus posztulátum, melyben „ívelemen" (jele: ds) a Descartes-féle koordinátákkal megadott x,y és x + dx,y + dy pontok euklideszi infinitezimális távolságát értjük. Eszerint tehát ds2 = dx2 + dy2, és bizonyítható, hogy ebből az egyetlen összefüggésből - amely Pitagorasz tételét fejezi ki - Euklidész összes posztulátuma megkapható. Egyébként a Gauss-féle u,v koordinátákat használva az ívelemnégyzet: ds2 = Edu2 + + IFdudv + Gdv2 alakú, ahol az u-tól és p-től függő E, F, G mennyiségek az ún. elsőrendű Gauss-féle főmennyiségek. Ha az u és v paramétervonalak ortogonális (merőleges) hálózatot alkotnak, akkor F≡0.

A görbült felületen az ívelem által indukált távolságfogalomra épülő geometriát - vagyis a távolságot is megadó ún. metrikus geometriát - a felület belső geometriájának nevezzük. Jól érzékelhető, hogy lényegét tekintve miről van itt szó, ha arra gondolunk, hogy egy papírlapot mindig össze lehet úgy tekerni, hogy hengert vagy kúpot kapjunk, de nem lehet hasonló módon megkapni egy gömbfelület valamilyen részét ráncok előfordulása, nyújtás és vágás nélkül. Ennek az az oka, hogy ezeknek a felületeknek a „belső geometriája" különböző.

Gauss mélyreható vizsgálatai során azt is kimutatta, hogy a geometria jellegét döntően egy bizonyos K skalár (iránynélküli mennyiség), az ún. Gauss-féle görbület határozza meg,18 amely független az általános koordináták választásától. Ez az a mennyiség, amellyel a felület belső tulajdonságát jellemezhetjük. (Részletesebben lásd Lánczos idézett művét, valamint Szőkefalvi-Nagy Gyula, Gehér László, Nagj v: Differenciálgeometria, Műszaki Kiadó, Budapest, 1979.)

Különleges jelentősége van a K= állandó eseteknek. Ha K< 0, hiperbolikus, ha K= 0, euklideszi, ha pedig K>0, akkor elliptikus geometriával van dolgunk. Szűkebb értelemben - a nemeuklideszi geometriák megkülönböztetése, osztályozása kapcsán - az állandó pozitív görbületű geometriát szokás Riemann-geometriának is nevezni. (Megjegyezzük, hogy Riemann a Bolyai-Lobacsevszkij -geometriát nem tekintette a metrikus geometriák általános esetébe beilleszkedőnek. Az olasz E. Beltraminak köszönhető (1868) a Riemann-féle geometriák és a Bolyai-Lobacsevszkij által megalkotott nem-euklideszi geometria közötti összekötő híd megteremtése azáltal, hogy kimutatta: a hiperbolikus geometria megvalósul egy közönséges euklideszi térben lévő pszeudoszférának nevezett felületen, amelyet a vontatási görbe, más néven traktrix forgatásával kapunk. Beltrami (1835-1900) ezzel megnyitotta a nemeuklideszi geometria más terekbe való beágyazási lehetőségeinek a tárgyalását.)

Riemann felismerte, hogy a természet megmagyarázásakor a mérhetetlenül nagy fogalmában különbséget kell tenni a határtalan és a végtelen között, mivel az előbbi a kiterjedésre, az utóbbi pedig a metrikus viszonyokra vonatkozik. Ebből kifolyólag az állandó pozitív görbületű tér határtalan, de véges, akárcsak a gömb.

Riemann még Gauss idejében rendkívül fontos és nagy jelentőségű felfedezésekkel gazdagította a matematikát. Bár egész életében nyomasztotta Gauss árnyéka, és sohasem bízott eléggé önmagában, mégis, csodálatos tehetségével nemcsak új távlatokat tárt fel a matematikai kutatás előtt, hanem eredményeivel befolyásolta, meghatározta a matematika későbbi fejlődési irányait is.

Riemann arra keresett választ, hogy vajon a Gauss-féle görbület, amely két dimenzióban egyetlen mennyiségként is elégnek bizonyult a geometriák jellemzésére, tetszőleges n(n>2) dimenziós esetben is megfelelőnek, elegendőnek bizonyul-e. Ennek kapcsán kimutatta, hogy a kétdimenziós eset távolról sem mutatja a görbült geometriák általános tulajdonságait. Az n dimenzióban, ha kiindulásként az ívelemet posztuláljuk a tér jellemzésére, a Riemann-féle görbületi tenzort19 (vagy Riemann-Christoffel-féle tenzort) kapjuk görbületi mennyiség gyanánt. (Itt egy speciális hozzárendelést, nevezetesen a homogén lineáris vektortranszformációt tekintjük mennyiségnek, s megkülönböztetésül ezt nevezzük tenzornak vagy affinornak. A görbületi tenzor valójában egy végtelenül kicsiny paralelogramma mentén való párhuzamos átvitel során az érintősík infinitezimálisan kicsiny előfordulását írja le. Alakra nézve egy másodrendű differenciálforma, melynek értékei antiszimmetrikus operátorok.)

Riemann vizsgálatainak alapvető téziseit és eredményeit a göttingeni egyetemen a docensi próbaelőadásában fejtette ki, foglalta össze, amely egyben egyetemi tanárrá való kinevezését hivatott megalapozni. Az 1854. június 10-én felolvasott előadásának címe: Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grundé liegen ( = Azok a feltevések, amelyeken a geometria alapul) volt, s ebben fektette le a később róla elnevezett geometria alapjait. Riemann mindössze 7 hét alatt készítette el dolgozatát, s mivel előadása a szélesebb közönségnek szólt, ezért kevés matematikai képletet használt, egyes kérdéseket pedig csak vázolt. Ezeket a gondolatokat és eredményeket azonban, miként Bolyai János esetében, az ő életében sem értékelték sokra, noha munkája zárómegjegyzésében már arra is felhívta a figyelmet, hogy a fizika törvényeinek felkutatásában feltehetően el kell majd hagynunk az euklideszi geometriai fogalmat. (A dolgozatot Riemann halála után 1868-ban tanítványa, Dedekind tette közzé, melyet 1919-ben Weyl saját kommentárjával ellátva külön kötetben adott ki.)

A Riemann-féle geometriában, melyet halála után elsősorban E. B. Christoffel (1829-1900) és R. Lipschitz (1832-1903) fejlesztett tovább, központi szerepet kapnak a tenzorok. A tenzoralgebra és a tenzoranalízis, amelyek viszont a Riemann-geometria és fizikai alkalmazásának későbbi fejlődésében váltak alapvető jelentőségűvé, csak jóval később, 1901-ben fejlődött ki a mai formájában, két olasz matematikus, G. Ricci (1853-1925) és T. Levi-Civita (1873-1941) munkássága révén.20 A Riemann-geometriában a párhuzamosok fogalmának megváltozott alakjára pedig csak 1917-ben bukkanunk, mikor is Levi-Civita felfedezi, hogy a Riemann-terekben párhuzamos eltolás végezhető. (Ez 1918-ban H. Weylt a párhuzamos eltolást megengedő ún. affin konnexiójú terek bevezetésére indítja.) Ennek következménye: a Riemann-tér euklideszivé válásának szükséges és elégséges feltétele, hogy a Riemann-tenzor a tér minden pontjában eltűnjék. (Tenzorszámításról bevezető jelleggel lásd: James G. Simmonds: Tenzoranalízis dióhéjban - Műszaki könyvkiadó, Budapest, 1985 - című kis remekművét.)

A geometria szerepe és hatása a fizikában

Amikor Einstein meg akarta dönteni az egyenletesen mozgó vonatkoztatási rendszer egyeduralmát azért, hogy behozhassa a tetszőlegesen mozgó rendszereket, megfelelő matematikai apparátus és eszköz után nézett, amellyel meg tudja majd valósítani gondolatait, elképzeléseit. Amikor rábukkant a Gauss-féle koordinátákra, s megismerte az e koordinátákra épülő tenzorokkal való műveletek szabályait, világossá vált előtte, hogy ezek lesznek kutatási módszertárának építőkövei, mivel a tenzorkalkulus segítségével fel lehet írni tetszőleges koordinátákban a matematikai fizika alapvető téregyenleteit. Az általános relativitáselmélet programjának kivitelezéséhez most már csak a fizika törvényeit kellett tetszőleges koordinátában - vagy ahogy mondani szokás - általános kovariáns alakban megfogalmazni. (A kovariáns differenciálás műveletét 1869-ben Christoffel vezette be. Az alkalmazás kiterjesztését segíti az a tény, hogy a vektormező divergenciája, rotációja és gradiense invariánsak, ami azt jelenti, hogy értékük ugyanaz bármely koordináta-rendszerben. A pontosabb értelmezéseket lásd 'Simmonds idézett műve alapján.) Célratörő elképzelései megvalósításához kezdetben a budapesti születésű egyetemi évfolyamtársának, a matematikus M. GROSSMANN-nak (1878-1936) a segítségét is igénybe vette. Grossmann a tenzorszámítás és a Riemann-geometria bonyolult kérdéseit ismertette meg vele, azért, hogy azt felhasználja a fizikában. 1913-ban közösen írt dolgozatukban már megtaláljuk a későbbi gravitációs elmélet téregyenleteit és azok elvetését is. Együttműködésük szép példáját mutatja az is, ahogyan erre Einstein az általános relativitáselmélet megszületését jelentő 1916-os cikke bevezetőjének utolsó részében visszautal: „Végül hálával említem meg ezen a helyen matematikus barátom, Grossmann nevét, akinek segítségével nemcsak megtakarítottam az idevonatkozó matematikai irodalom tanulmányozását, hanem a gravitációs téregyenlet megkeresésében is segítségemre volt."

1905-1915 volt Einstein alkotói tevékenységének nagy évtizede. (Bővebben lásd: Lánczos Kornél: Einstein évtizede 1905-1915, Gyorsuló idő, Magvető Kiadó, Budapest, 1978.) 1905-ben, vagyis 26 éves korában megfogalmazta azt a két posztulátomot a (14. jegyzetben 1. és 2. posztulátum), melynek a litván származású, német matematikus és fizikus H. Minkowski (1864-1909) 1907-ben meglepő értelmezését adta azáltal, hogy kimutatta, e két posztulátum alapja inkább geometria, mint fizikai. Minkowski zseniális felismerésének eredménye lett, hogy a fizikai világmindenségben megvalósuló geometria nem három, hanem négydimenziós, s a négyváltozós homogén sokaságot azáltal kapjuk, hogy a fizikai tér két pontja közötti távolság mérésére szolgáló képletben egy kis matematikai ügyességgel hozzávesszük az időt is. Ezáltal egy esemény leírása a hol és mikor kérdésekre adott választ jelenti. Ennek révén egy egységes téridő világot kapunk, ahol a negyedik koordinátát az u — ict képzetes mennyiség fejezi ki, s itt i a képzetes egységet (i=[image: image6.png]


), c a fénysebességet, t az időt jelöli. (Einsteinnél a fénysebesség mint egyetemes természeti állandó jelenik meg, s bizonyítja, hogy Newton mozgásegyenletei csak olyan sebesség esetében érvényesek, melyek a fény sebességéhez viszonyítva kicsik.) Ezáltal formálisan négydimenziós euklideszi világgal dolgozhatunk, melyben a tér és az idő elválaszthatatlanul összetartozik. A Minkowski-féle négydimenziós x, y, z, t koordinátájú térben - amelyet gyakran világnak is nevezünk - az ívelemnégyzet

ds2 = dx2 + dy2 + dz2-c2dt2 =
      = dx2 + dy2 + dz2 + du2
alakú. Mondhatjuk úgy is, Minkowski azt ismerte fel, hogy Newton „abszolút terét" és „abszolút idejét" valójában olyan új abszolút térrel kell helyettesíteni, amely a teret és az időt egyetlen egységes struktúrába foglalja össze.
Einstein az általános relativitáselméletében erre alapozva megmutatta, hogyan értelmezhető az anyag a tér-idő világ görbületeként, amely szintén geometriai mennyiség. (Itt azonban az általános koordináták használata miatt megszűnik a tér-idő euklideszi vagy pontosabban Minkowski-féle jellege.) Kimutatta, hogy az anyag és a tér görbülete között szoros összefüggés áll fenn. Leegyszerűsítve, ezt a kapcsolatot úgy jellemezhetnénk, hogy az anyag „mondja meg" a térnek, hogyan görbüljön és a tér „mondja meg" az anyagnak, hogyan mozogjon. Pontosabban pedig arról van szó, hogy Einstein igazolta: az anyag fizikai megjelenése egy másodrendű szimmetrikus tenzorral irható le. (Ha a kétdimenziós Riemann-geometriát vesszük alapul, akkor a négydimenziós univerzum leegyszerűsített modelljét kapjuk, melyben a görbület-tenzor egyszerű skalár-ra, a Gauss-féle K görbületre redukálódik, amelyet anyagsűrűségként értelmezhetünk.) Mindezekből következik, hogy a fizikában három alapkategória van: a tér, az idő és az anyag, amelyek végül is egyetlen entitásra (tulajdonságok összességére) redukálódnak: a térre. Így válik a fizika geometriává.  --<<legalábbis abban az axiomatikus fogalmi rendszerben, amelyről itt szó van. De hát ugyanerről van szó, ha érintőképernyőt használunk. Csak nem szabad elfelejteni, hogy a valóság modelljét alkotjuk meg magunknak, amelyben mindig a mi felelősségünk, hogy a modell és a valóság között milyen az összefüggés, a kapcsolat! -FÁ>>-- A világ megismerésében tehát a geometria a primer, és a fizika a következménye.  --<<na ez egy hamis megállapítás. Lehetne ilyen megállapítást tenni egy gyárban a termékekről kis túlzással, de ez egy újságíróknak eladható felületes megállapítás – ami mert igen elterjedt, azért a józanul gondolkodókat kitessékeli a modern matematika és fizika tanulmányok körzetéből. -FÁ>>-- Ez jól látszik abból is, hogy mihelyt az általános, Gauss-féle koordinátákkal kezdünk dolgozni a fizikai egyenletekben mindig megjelenik az ívelem. (Ebből kifolyólag pl. a geometriai optika összes jelensége közvetlenül származtatható az ívelemből, ha a fényforrástól való négydimenziós távolságot nullával tesszük egyenlővé.)  --<<olyan ez, mint amikor a mai világban egyetlen joystickkel irányítanak egy bonyolult gépet. Megcsinálható, csak ahhoz meg kell teremteni a feltételeket, itt azokat az absztrakciós feltételeket, amik az ívelem fogalmának ezt a szerepét nemcsak lehetővé, de megbízhatóan kezelhetővé teszik. -FÁ>>-- Még általánosabban azt mondhatjuk, ha felismerjük és megértjük a világ valódi geometriai struktúráját, akkor a fizikai struktúráját is felismerjük és megértjük. --<<Nem értem, hogy ezt a gondolkodási, fogalmi sajátságot (ami a korszak sajátja) mi teszi lehetővé, elfogadhatóvá lényegi torzultsága ellenére. Miért célszerű így fogalmazni? -FÁ>>-- 
(Ezzel kapcsolatban, no meg továbbgondolás végett jegyezzük meg, hogy a matematikának a fizikára ható szerepét Wigner Jenő (1902-) egyik tanulmányában így jellemezte: „A csoda, a matematika nyelvének alkalmas volta a fizika törvényeinek megfogalmazására varázslatos adomány, amelyet nem értünk és nem is érdemlünk meg." (Lásd: Wigner Jenő: Válogatott tanulmányok, Gondolat, Budapest, 1972.)

/. M. Jaglom idézett könyvében számos példát, utalást találunk arra is, hogy az einsteini relativisztikus mechanika fogalmait és tényeit hogyan lehet a hiperbolikus geometria nyelvén geometriailag értelmezni, s miként lehet tisztán geometriai módszerekkel jó néhány, az einsteini speciális relativitási elvhez kapcsolódó fizikai tényt, összefüggést kimutatni, bizonyítani. --<<álljunk meg egy szóra. Valamely felületes fizikusi szakzsargontól eltekintve a szó szigorú értelmében bizonyítani sehogyan sem lehet, mert dedukciós módszerekkel indukciós tényeket pótolni, helyettesíteni nem lehet. Valószínűsíteni már inkább. -FÁ>>-- 
Einstein elévülhetetlen érdeme, hogy felfedezéseivel alapjaiban rázkódtatta meg gondolkodásmódunkat és felfogásunkat. Gravitációs elméletében a titokzatos „gravitációs erő" a világegyetem geometriai szerkezetének következménye lett. A tehetetlen és a gravitáló tömeg szigorú arányossága - amely a Newton-féle elmélet megfejthetetlen rejtélye volt - Einstein gondolatvilágában tisztázottan alapvető szerepet kapott.

Newton gravitációs elméletét Leibniz is kigúnyolta és okkultnak nevezte. Maga Newton is gyanakodott erre, de néhány évtizeddel később - cáfolatok híján -mechanikájának axiómáit kezdték kétségtelenül igaznak tartani. A vita Kanttól H. PoiNCARÉ-ig (1854-1912) többé már nem a newtoni elmélet igazságáról, hanem bizonyosságának fokáról folyt - mutatott rá az osztrák származású angol filozófus K. R. Popper (1902—) több helyen is.

A tehetetlen tömeg a térben bizonyos görbületet hoz létre, s így a gravitáció forrása lesz. Ezáltal a tömeget is hosszúsággal lehet mérni, amelynek a természetes egységét úgy kapjuk meg, hogy a Riemann-geometria Einstein-féle tenzorát egyenlővé tesszük a fizikai anyagtenzorral. Ennek következtében 1 grammnyi tömeg = 1,863,10~27 cm. Ez egyben azt is jelenti, hogy az Einstein féle elmélet nem ismer newtoni értelemben gravitációs erőt, a tömegek nem vonzzák egymást, hatásuk egészen más, a tér-idő geometriai szerkezetét alakítják ki.
Az Einstein-féle új elmélet végső fokon absztrakt és spekulatív meggondolások eredménye. A távolságmérésnél és az idő mérésénél egyenlő hosszú méterrudakat és egyforma gyorsasággal járó órákat tételez fel. Azt a kérdést pedig, hogy két rendszer közül melyik nyugszik, és melyik mozog, nem vizsgálja, fontos csupán az, hogy relatív sebességük van. Vannak, akik szerint ha nincs bizonyítva az, hogy a méterrúd hossza --és az óra járása mozgás közben állandó marad, akkor a fizikában tulajdonképpen semmi sincs bizonyítva. Nem alaptalanok ezek a megállapítások, s hozzájárulnak annak felismeréséhez, hogy a hosszmérés és időmérés milyen nagy elvi nehézséget takar. Annak révén pedig, hogy a relativitáselmélet a természet jelenségeinek „more geometrico" (geometria módszerével) való előállítását lehetővé tette  --<<fogalmi előállítását, tárgyalhatóságát tette lehetővé? -FÁ>>--, minden gravitációs jelenséget megmagyarázhatunk tisztán geometriai alapon. A bolygók, pl. a Nap tömege áltál létrehozott Riemann-térben geodetikusokat írnak le, s ezáltal a tehetetlenség törvényének megfelelően mozognak. A Riemann-féle struktúra következtében kiderült, hogy a gravitációs térben a színképvonalak eltolódnak a vörös felé, a fény elhajlik a Nap közelében, s ezeket az előre jelzett jelenségeket később a megfigyelések, kísérletek teljes mértékben igazolták. Az általános relativitás elmélete alapján fény derült arra is, hogy mi okozza a bolygók perihéliummozgását, amely már Einstein előtt is ismert, de érthetetlen jelenség volt. Az általános relativitáselméletből a bolygók mozgására olyan pályaegyenletet kapunk, mely magában foglalja azt a tényt is, hogy az egyébként ellipszis alakú pálya elforog a mozgás irányába. A Newton-féle elméletben az ellipszispálya mozdulatlan. A relativitáselmélete által a Merkúr perihéliumának (az égitest pályájának a naphoz legközelebb eső pontja) 100 év alatti elforgási szögére előre számolt és a ténylegesen megfigyelt számérték közötti eltérés mindössze 0,07 ívmásodperc lett, ami 0,16 százalékos relatív hibának felel meg. Ez csillagászati méretekben rendkívül jó közelítésnek mondható. (Állítólag, amikor Einstein idevonatkozó számításait bevégezte, a tapasztalattal való jó egyezés miatt napokig tartó eksztatikus öröm töltötte el.)

Ma már az általános relativitáselmélet többféle módszerrel is ellenőrizhető, s eszközeikkel időközben a kutatók felfedeztek soha nem álmodott objektumokat is. így például a kvazárokat, pulzárokat, fekete lyukakat stb. A tejútrendszerek színképében az egyes vonalaknak a színkép vörös vége felé való eltolódásának észlelése lett az alapja 1928-ban a két amerikai csillagász, E.- P. Hubble (1889-1953) és M. L. Humason (1891-1972) a tejútrendszerek, galaxisok távolodására vonatkozó felismerésének. Hubble azt is észrevette, hogy a távolodási sebesség - melynek meghatározásához a vöröseltolódás nagyságát kell mérni - lineáris összefüggésben áll a megfigyelő helyétől mért távolsággal, ezért egyikből a másik kölcsönösen kiszámítható. Ebből arra következtettek, hogy a világegyetem tágul, s a görbületi sugara állandóan növekszik. Ennélfogva Einstein azon feltevése, hogy a tér stabilis és statikus nem helytálló, minthogy az anyageloszlás nem nyugvó állapotot mutat, s a tapasztalat szerint a ködök valóban nagy sebességgel távolodnak galaktikánktól. Ezzel Einstein statikus modellje a szóba jöhető változatok közül véglegesen kiesett. Bőven volt helyette viszont más. Ugyanis már 1922-ben, amikor a kiváló matematikai képességű, meteorológiai és geofizikai kutatásokat végző, fiatalon tífuszban meghalt, orosz A. A. Fridman (1888-1925) tanulmányozni kezdte Einstein levezetéseit, rátalált Einstein eredeti egyenleteinek jóval általánosabb feltételek melletti megoldására. Ezzel teljes általánosságban megadta a világegyetem összes lehetséges, olyan kozmológiai modelljét, amelyben az anyag egyenletesen oszlik el. (Valójában három, alapvetően eltérő Fridman-modell van, s az univerzum átlagos anyagsűrűsége dönti el, hogy ezek közül melyik valósul meg. A három modelltípus közös vonása, hogy a világmindenség egyetlen, szinguláris, végtelen sűrűségű pontból robban szét.)

A Fridman-modellek révén új magyarázatok, felfogások, elméletek születtek a világmindenség kozmológiai viselkedésére vonatkozóan. Bár sem a megfigyelések, sem az elméleti vizsgálódások nem tudták eldönteni, hogy negatív görbülettel nyílt-e vagy pozitív görbülettel zárt-e az univerzum. G. Lamaitre (1894-1966) belga matematikus heurisztikus megfontolásai alapján megszületett a Nagy Robbanás (Big Bang), más néven ősrobbanás (Primeval Fireball) elmélete. (Részletesebben lásd: Steven Weinberg: Az első három perc, Gondolat, Budapest, 1982; továbbá A. H. Guth és P. J. Steinhardt: A felfúvódó világegyetem, Tudomány, 1985/1.)- Eszerint mintegy 15-20 milliárd évvel ezelőtt az univerzum minden anyaga egyetlen mérhetetlenül nagy sűrűségű és elképzelhetetlenül forró, ugyanakkor parányi térfogatú testben zsúfolódott össze, s ennek felrobbanása indította meg a világegyetem fejlődését, amely a robbanástól számított idő óta a jelenlegi méretére tágult.  --<<Ha a geometriai jelleget komolyan vennénk, az sugallná, hogy itt csak szerkezeti változásról van szó és nem mennyiségi kibomlásról. -FÁ>>-- Vannak, akik szerint ez a kitágulás együtt járt az anyag állandó termelődésével (állandó állapot elmélete), ami kiküszöböli az univerzum létrejötte időbeni indulásának szükségességét. Mindkét elméletre és további változataikra - pl. a világegyetem felfúvódó modelljére -  --<<látszólag -FÁ>>-- találhatók bizonyítékok és ellenérvek. Ma még valójában nagyon keveset tudunk ahhoz, hogy megbízhatóan foglaljunk állást valamelyik elmélet vagy akár egészen más hipotézis mellett. Einsteinnek az volt a szilárd meggyőződése, hogy a természetet nem lehet egymástól elszigetelt részekre darabolni, egyetlen egységes szempontból kell megmagyarázni. --<<korábban sosem láttam szimpatikusnak, ez az első megjegyzés tőle, ami rokonszenves. -FÁ>>-- 
A közöltek alapján jól látható, hogy milyen óriási utat és fejlődést tett meg az ember alkotta tudomány Euklidésztől napjainkig. A fejlődés jövője beláthatatlan. A Riemann-terek mellett jelenleg már a Finsler-terek állnak a differenciálgeometriai kutatások középpontjában. Ennek alapjait P. Finsler (1894-1970) svájci matematikus 1918-ban fektette le göttingeni disszertációjában.21 Minden bizonnyal a Finsler-geometriának - mely speciális esetként tartalmazza az euklideszi, az általános hiperbolikus, Riemann- és Minkowski-geomet-riákat is - a makro- és mikrovilágra történő alkalmazása még sok meglepő fordulatot tartogat a kutatók számára. (Megjegyezzük, hogy a Riemann-geometriában az érintőterek metrikája euklideszi.  --<<? -FÁ>>-- A Finsler-geometria érintőtereiben Minkowski-féle metrika érvényes, ennek következménye az általánosabb forma.)

Bolyaiék óta a magyar geométerek ott vannak a kutatás élvonalában, közülük igen sokan igen jelentős és figyelemre méltó eredményekkel gazdagították és gazdagítják ezt a szép és elegáns, ugyanakkor rejtelmes és felbecsülhetetlenül hasznos matematikai diszciplínát. Nemcsak rájuk és munkájukra, hanem a modern geometriai módszerekkel dolgozó elméleti fizikusaink eredményeire is büszkék lehetünk.



Utószó

A makedóniai Sztobaiosztól származó történet szerint Euklidész egyik fiatal tanítványa, miután megtanulta az első tételt, azt kérdezte tőle: „Mi hasznom lesz abból, ha megtanulom a matematika tételeit?" Mire Euklidész odahívta az ajtónál álló szolgáját és ezt mondta neki: „Menj a ládához és adj ennek a fiúnak három oboloszt,22 hogy hasznát lássa annak, amit tanul." Az akkori felfogás szerint, ha valaki annyira földhözragadt, hogy a saját gondolatai által nem ismeri fel a hasznát a matematikának, azt csak így, „kifizetve" lehet meggyőzni.

A mai felfedezéseknek sem látjuk mindig előre a hasznát, de elődeink példáján tanulva nagyobb bizalommal viseltetünk a születő eredmények iránt.

Az egyes korok kultúrájának alacsony színvonala olykor nemcsak hálátlan feladattá, hanem veszélyessé is tette a matematika művelését, fejlesztését, népszerűsítését. Nem csekély ellenállásba ütközött például a matematikán, logikán, filozófián kívül csillagászattal is foglalkozó francia szerzetes Gerbert (?-1003), amikor Boethius (480-524) elveszett geometriáját  --<<? -FÁ>>-- igyekezett pótolni, az Elemek töredékeit és a római földmérők gyakorlathoz kötődő geometriáját akarta népszerűsíteni. (Gerbert, II. Szilveszter néven pápa lett, s ő küldte Szt. Istvánnak a koronát.)

„Könyvecske a számok osztásáról" című munkája később az ellene felhozott vádak középpontjába került. Amikor az egyház erősítésére a pápai hatalmat szembeállította a világi hűbérurak hatalmával, a vádak között szerepelt az is, hogy „képes tetszőlegesen nagy számok osztására is, következésképp eladta magát az ördögnek." (Lásd A. P. Juskevics: A középkori matematika története, Gondolat, Budapest, 1982. 360. o.)

E tanulmányban ilyen és hasonló esetek bemutatásával nem foglalkoztunk, amikor a több mint 2000 éves utat bejártuk. Célunk elsősorban az volt, hogy minél kevesebb matematikai ismeret mellett ráirányítsuk a figyelmet Euklidész „elemei" hatására és „hasznára."

Nem ejtettünk szót azokról a nehézségekről és körülményekről, amelyben a geometria (és más tudományok) zseniális művelőinek eredményei fogantak. Nem foglalkoztunk a tragikus sorsok bemutatásával - gondoljunk például a két Bolyaira -, s azokkal a társadalmi, politikai viszonyokkal és uralkodói, hatalmi kérdésekkel, hozzáállásokkal, magatartásformákkal, amelyek befolyásolták, olykor megszabták a nagy alkotók gondolkodásmódját és életvitelét. -A társadalmak nem mindig, a hatalom pedig csak ha érdekében állt, akkor becsülte meg nagyjait. Ezért alakult ki évszázadokon át észrevétlenül a szellemi bátorságukat oly sokszor bizonyító gondolkodókról az a kép, amely megszokottá vált az emberek előtt: A tudóstól elvárják, hogy akkor is adjon, ha keveset kap érte. Sürgetik, hogy tudást, ismeretet, információt nyújtson, de sokszor elítélik, ha ezt megteszi. Gyakran védelemre szorul, és maga nem mindig védekezhet. Esetenként elmarasztalják, hogy „felelőtlenül herdálja" a társadalmi javakat, s közben elfelejtik, hogy a jólét, a béke, a biztonság függhet kutatási eredményétől. Olykor fennáll a veszélye, hogy lassan, észrevétlenül, a tudomány ellen fordulva válik a tudós a saját ellenségévé, hogy azután hamis eszméket, tanokat hirdetve, haragvó indulatokkal a tudományos eredményeket használja fel egymás pusztítására.

Az emberiség szellemi óriásainak teljesítményét reálisabban csak akkor és úgy tudnánk megítélni, ha számba vennénk azt is, hogy olykor milyen áldatlan, megalázó körülmények és mekkora nehézségek, lemondások árán hozták létre tudományos eredményeiket, felfedezéseiket. (Lásd pl. a 21 évet élt francia E. Galois (1811-1832), a 27 évet élt norvég N. H. Ábel (1802-1829), a cseh B. Bolzano, esetét.)

Ezért is tisztelettel kell adózni mindazoknak, akiknek zseniális szellemi alkotásuk eredményeképpen az egész emberiség a civilizáltabb és kulturáltabb életvitelt, életformát, az atomenergia, számítástechnika, mikroelektronika korszakának elérését köszönheti.

Jegyzetek es kiegészítések

1. E kor történeti és politikai áttekintését lásd: Szabó Árpád Periklész kora című könyve (Magvető Kiadó, Budapest, 1977.) alapján. Nem érdektelen megjegyezni: a hellén korszakot a múlt század végéig nem tekintették a természettudományok és a matematika szempontjából jelentősnek, lényegesnek, fontosnak.
2. Arisztotelész az egyiptomiaknak tulajdonítja a tudományos geometria eredetét. Valószínűleg Hérodotosz véleményét vette át, aki viszont a görög tudományos geometria egyiptomi eredetének feltételezéséhez egyiptomi papok neki elmesélt történetei alapján jutott. Ha mindez igaz, Arisztotelész véleményét is fenntartásokkal kell fogadni. (Vö. Lánczos Kornél idézett műve 21. o.; lásd még: Th. L. Heath: History of Greek Mathematics, Claren-don Press, Oxford 1921,1. kötet 120. o.)
3. Idevonatkozóan lásd még: Szabó Árpád: A görög matematika kibontakozása (Magvető Kiadó, Budapest, 1978.), Vekerdi László: Az Euklidész előtti matematika felfedezése (MTA III. Matematikai és Fizikai Osztályának Közleményei, XIII. 1963/2.)
Szabó Árpád nagyon távolinak tartja az egyiptomi és a görög matematika rokonságát, azt pedig határozottan állítja, hogy a mai történeti tudásunk alapján nem mutatható ki kapcsolat a babiloni és a görög matematika között. Vekerdi László azt a figyelemreméltó megállapítást teszi, mely szerint „a tudománytörténet-írás még az előfeltételéig sem jutott el annak, hogy megírható legyen a hellenisztikus kor tudománytörténete". *

A hellénizmus korának matematikáját lásd még: Szerényi Tibor: A matematika fejlődése című munkája (Kézirat, Tankönyvkiadó, Budapest, 1981, 29-41. o.) alapján.

4.  --<<előre tettem lábjegyzetben – utalás Mikola Sándorra -FÁ>>-- 

5.
A posztulátumokról és axiómákról részletesebben olvashatunk Szabó Árpád: A matematika alapjainak euklideszi terminusai című cikkében (MTA III. O. Közi. XI. 1961/1). Ebből megtudhatjuk többek között azt is, hogy a posztulátum a görögöknél a dialektikus vitának olyan kiinduló tételét jelöli, amelynek elfogadását az egyik fél ugyan „kéri" vagy „követeli", de amelyhez a másik fél nem okvetlenül járul hozzá. A szerző meggyőző érveléssel azt is kimutatja, hogy i. e. az V. században már Oinopidész ismerte és tudatosan használta is Euklidész első három posztulátumát. Sőt mi több, az is lehetséges, hogy ezeket a posztulátumokat éppen ő állította fel.

6.
A gömbfelületi geometriában - melyben a „síkot" gömb, az „egyenest" gömbi félkör képviseli - két „egyenes" mindig két pontban (pl. az északi és a déli póluson) metszi egymást. Ebből kifolyólag itt két átellenes ponton végtelen sok egyenes halad át. Ebben a geometriában párhuzamos egyenesek egyáltalán nincsenek. Mindez az 1. posztulátum fontos szerepére és jelentőségére utal, ezért is kell ezzel behatóbban foglalkozni. --<<a kötetben az egyenetlen felületek modellezésénél válik láthatóvá, hogy az euklideszi párhuzamossági axióma nem elvi kérdés volt, hanem gyakorlati probléma – amelynek mi általában hiányos tálalásával találkozunk (mi laikusok) -FÁ>>-- 
7. Az Elemek jelenlegi változatában" a 9. axióma - mely szerint: „két egyenes vonal nem fog közre területet" - mondja ki az 1. posztulátumbeli egyenesek unicitását.
8. Bár a geometriai látásmódunkból eredően igen triviálisnak tűnik ez az állítás - Dávid Lajos: (1881-1962) A két Bolyai élete és munkássága című, 1979-ben is kiadott könyvének 175. oldalán ezt magától értetődőnek is tartja -, a logikai szigorúság azonban megköveteli ennek bizonyítását is, ami a következőképpen történhet:
Ha két egyenes nem egy, hanem két pontban metszené egymást, akkor ez ellentmondana a módosított 1. posztulátumnak, mivel ekkor két pont között két egyenes lenne húzható. Ellentmondásra jutván, a kiinduló feltevésünk nem lehet igaz, minek következtében két egyenes csak egy pontban metszheti egymást.

9.
Ettől eltérő bizonyítás található Kürschák József (1864-1933) A paralellák axiómájától független szerkesztések (Mat. és Fiz. lapok, XXXVII, 1930.) című cikkének 10. tétele első részében.

10. Ez egyike az ún. rendezési axiómáknak, amely a kettő között fogalmára épül, s az egyenesen elhelyezkedő pontok rendezésével kapcsolatos. Ugyanezt felismerte és megfogalmazta a XIII. században a kiváló perzsa csillagász és matematikus, Nasszíraddín at-Túszi (1201-1274), a Taurisztól délre fekvő maragai obszervatórium vezetője is.
11. A kölcsönös függetlenség azt jelenti, hogy az egyik axióma nem logikai következménye a másiknak. Az ellentmondásmentesség garantálja, hogy az axiómákból nem lehet két egymásnak ellentmondó tételt levezetni. A teljesség pedig azt jelenti, hogy az axiómákból minden tételt le lehet vezetni; pontosabban, hogy minden olyan állítást, amelyben a logikai fogalmakon kívül nem szerepel más fogalom, mint az alapfogalmak, az axiómák alapján vagy be lehet bizonyítani, vagy meg lehet cáfolni. Már Bolyai János felismerte az ún. modell-módszert, melynek lényege, hogy egy rendszer ellentmondásmentességét úgy igazoljuk, hogy visszavezetjük egy másik rendszer ellentmondástalanságára. Bár a modellmódszert Bolyai János alkalmazta először, de nem az ellentmondástalanság bizonyítására, hanem arra, hogy „felgyorsítsa" vele a saját geometriája felépítését. Nála a ponthoz pont, az egyeneshez a paraciklus, a síkhoz a paraszféra fogalma tartozik. (A kérdéskör modern megvilágítását részletesebben lásd Kalmár László: Matematika alapjai I. kötet, Halmazelmélet, Bp. 1953 és II. kötet, Bp. 1982 munkája alapján.) Számos geométer szerint: Bolyai a nemeuklideszi geometria másik két úttörőjénél mélyebben értette meg felfedezésének jelentőségét. Az is inkább mellette szól, mint ellene, hogy ő „nem törekedett a mindenség geometriájának kísérleti vizsgálatára" - állapítja meg idézett művének 15. oldalán I. M. Jaglom.

12. A geometria axiomatikus módszere egészen századunkig a legjobb bevezetőnek bizonyult a deduktív okoskodás elsajátításához. Ma már a geométerek nem ragaszkodnak ortodox módon a régi módszerekhez, helyette új, sajátosan modern és elegáns eljárásokat fejlesztettek ki és alkalmaznak. Egyik ilyen módszer a transzformációk: pl. a forgatások, tükrözések és nyújtások használata; a másik modern módszer az inverzió, mely révén az egyeneseket olyan köröknek tekintjük, amelyek a „végtelen távoli ponton" mennek át; a harmadikat a projektív geometria fegyvertára szolgáltatja, ahol a pontok és egyenesek közötti analógiákra vár a lényeges szerep,- s itt eltekintenek a távolság és szög fogalmától. Ebben a geometriában nincsenek körök, nincs „között", és nincsenek párhuzamosok, s még a lehetőségét is kizárja annak, hogy két egy síkban lévő egyenes „párhuzamosság" folytán ne találkozzék. Itt a körzőt elhagyjuk, és csak a vonalzót használjuk, miáltal tételrendszere egyszerűbbé válik. Ezekről az új módszerekről kellően informálódhatunk pl. H. S. M. Coxeter-S. L. Greitzer: Az újra felfedezett geometria című, 1977-ben kiadott (Gondolat, Budapest) könyvéből, illetve Coxeter Projektív geometria című munkájából.

13. A hazai viszonyainkat jellemzi, hogy Bolyai Farkas 1832-33-ban latinul kiadott kétkötetes matematikai munkáját, a Tentament máig sem fordították le magyarra, így - a latinul is tudókat, valamint a szakterületüket kiválóan értő kommentátorokat kivéve - igazából nem ismerjük, nem tudjuk, hogy mit csinált, és mekkora tudós volt a mindmáig legnagyobb magyar matematikusnak, Bolyai Jánosnak az apja.

Kiegészítésül lásd: Szénássy Barna: Bolyai Farkas (Akadémiai Kiadó, Budapest, 1975.) című munkáját.

14. A legfontosabb posztulátumok Einsteinnél a következők:

1. A fizikai törvények megfogalmazásához minden olyan vonatkoztatási rendszer egyformán megengedett, amely egymáshoz képest állandó sebességgel mozog. (Ezeket nevezik egyenletesen mozgó vonatkoztatási rendszereknek, az elvet pedig a relativitáselmélet első posztulátumának.)
2. A fény minden megengedett vonatkoztatási rendszerben minden irányban, egyenes vonalban, ugyanazzal az állandó c sebességgel terjed. (Ez a fénysebesség állandóságának elve vagy a második posztulátum.) --<<ezekszerint igen gyorsan túl lehet jutni a fény sebesség állandóságának képzetén, mert rengeteg gyorsulási mozgás van? -FÁ>>-- 

3. A tehetetlenségi és a gravitációs erőtér minden tekintetben ekvivalens, a kettő között különbséget tenni nem lehet. (Ez az Einstein-féle ekvivalenciaelv, az általános relativitás elvének egyik alappillére.) Einstein teremtő új gondolata többek között abból áll, hogy eszközül olyan geometriát választott, amelynek elegendő számú szabadon választható paramétere van. Ezzel elérte azt, hogy a valóság igen bonyolult tényei és jelenségei jól leírhatóak és matematikailag kellően kezelhetőek legyenek. Ezen az úton vált az elméleti fizikusok számára a differenciálgeometria a természet törvényeinek egyik igen fontos leíró és feltáró eszközévé.

15. Természetesen ilyen értelmezés mellett azt is bizonyítani kell, hogy létezik határfélegyenes. Ennek igazolását az apa, Bolyai Farkas adta a Tentamen-ben bevezetett határfogalom  --<<mi lehet az?! -FÁ>>-- segítségével, melyről Kőnig Gyula (1849-1913) és Réthy Mór (1848-1925) 1897-ben így vélekedett: „Bolyai a limes ezen megalapozásával - ami egész rendszerének sarkalatos tétele - korát felülmúló emléket állított saját nevének." Megjegyezzük, hogy Lobacsevszkijnél nem találjuk nyomát az egzisztenciakérdés felvetésének, vizsgálatának. A Bolyai-féle paralelák létezésével kapcsolatosan behatóbb történeti kutatásokat Szénássy Barna és e sorok írója végzett a közelmúltban. (Lásd: Bolyai-emlékfüzet, a Kilátó különszáma, 1985.)
16. A paraciklus elnevezés Gausstól származik, s azt többnyire végtelen nagy sugarú körként szokták értelmezni. A paraciklus valójában nem kör, nem is egyenes, hanem ezektől különböző, bizonyos értelemben állandó görbületű vonal. A hiperciklus a hiperbolikus geometria ekvidisztáns vonala, amelynek jellegzetes sajátossága, hogy nem egyenes.
Bolyai János kimutatta azt is, hogy geometriájában bizonyos esetekben elvégezhető a körnégyszögesítés, vagyis szerkeszthető egy adott kör területével egyenlő területű négyzet. Ezzel F. Linde-mannt (1852-1939) 50 évvel megelőzve elsőként látta be, hogy a körnégyszögesítés problémájának megoldása az euklideszi geometriában lehetetlen. A leglényegesebb felfedezésének pedig azt a képletet tekintette, mely a „párhuzamossági szögnek" a hozzá tartozó távolságtól való függését fejezi ki.
Ezeket az eredményeket, mint tudjuk, Gauss nem fogadta hozzá méltóan és tőle elvárhatóan. Sőt mi több, Bolyai Farkasnak 1832-ben írt levelében kijelenti, hogy nem dicséri fia munkáját, mert „ha megdicsérném, ez azt jelentené, hogy magamat dicsérném: mert a mű egész tartalma, az út, amelyet fiad követ, és az eredmények, amelyre jutott, majdnem végig megegyeznek részben már 30-35 év óta folytatott meditációimmal". Hogy Gauss is valóban hasonló eredményekre jutott volna, arra mindmáig elfogadható bizonyítékok nincsenek. Gauss egyébként másképpen fogadta 1841-ben Lobacsevszkij munkáját. Erről már a legnagyobb elismeréssel írt, minek következtében 1843-ban Lobacsevszkijt a Göttingai Tudós Társaság levelező tagjává választotta. Sőt még oroszul is elkezdett tanulni azért, hogy az „éles eszű" kazáni matematikus többi művét is elolvashassa.

Bolyai János tehát - apja közreműködésével -hiába kereste Gaussnál a megértést és elismerést. A prioritást is maga számára kisajátító Gausslevél Bolyai Jánosnak olyan csalódást okozott, melyet sohasem tudott lelkileg kiheverni. Hiszen apjától már ifjú korában azt hallotta, hogy „Aki a párhuzamosok axiómájára bizonyítást találna, akkora gyémántot érdemelne, mint a Föld." „Kinek ez sikerülni fog, annak, halandók, örök emléket állítsatok." Lásd még: Weszely Tibor: Bolyai János matematikai munkássága (Kriterion Könyvkiadó, Bukarest, 1981.) Ebben olvashatjuk az alábbi megállapítást is: „A hegeli fejlődési séma triászát használva, ha Euklidész elméleti elgondolása a tézis, akkor Lobacsevszkijé az antitézis, a Bolyaié pedig a szintézis gondolata."

17.
A Klein-féle modell a kettősviszony logaritmusának konstansszorosát használja fel a nemeuklideszi távolság definiálására. Kettősviszonyon egy egyenesre illeszkedő, négy különböző A, B, C, D pont által meghatározott négy szakasz hosszának az alábbi módon képezett számértékét értjük:
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(Részletesebb tárgyalást illetően lásd: Reimann István A geometria és határterületei című könyvének - Gondolat, Budapest, 1986. - 19. fejezetét.) A közelmúltban Szajcz Sándor és e sorok írója a kettősviszony általánosabb értelmezésével olyan nemeuklideszi távolság előállításához jutott, melynek segítségével újabb metrikus geometriák hozhatók létre. Ezáltal speciális esetként kapjuk a szferikus és hiperbolikus geometriát. Általánosabb esetekben a Gauss-görbület itt már nem állandó, mikro- és makroméretekben azonban jó közelítéssel azzá válik, méghozzá úgy, hogy ha a makrovilágot jó közelítéssel a Riemann-geometria jellemzi, akkor a mikrovilágot a Bolyai, és fordítva.

18.
Az analitikus megfontolásokat mellőzve, Gauss eljárásának a lényege a következő volt: Tekintsünk a térben egy görbült felületet, s ennek valamely darabját képezzük le egy hozzá alkalmasan választott gömbre. Ha a felületen egy g zárt görbét rajzolunk, akkor annak a gömbön egy g' zárt görbe felel meg. Osszuk el a g' görbe által határolt gömbrész T felszínét a g görbe által körülzárt felületdarab T felszínével, majd a g felületi görbét húzzuk össze a felület valamely P pontjára. Ekkor T és T egyre kisebb lesz. Amikor pedig határátmenettel a g görbét a P pontra zsugorítjuk össze, a tekintett hányados egy K határértékhez fog közeledni. Az ily módon definiált K számot a felület P pontbeli Gauss-féle görbületének nevezzük. Ennek egyik rendkívül fontos tulajdonsága, hogy értéke a felület tetszőleges hajlításakor nem változik. (Hajlításnak nevezzük azokat a deformációkat, amelyek a felületen húzott valamennyi görbe hosszát és szögét változatlanul hagyják.)

19. A Riemann-féle görbületi tenzor csak mint mellékes matematikai korollárium (szükségszerű következmény) található abban a hőtani dolgozatban, amelyet 1858-ban Riemann névtelenül a Francia Akadémia díjáért kiírt pályázatra beküldött. Mivel egy ilyen pályázat megnyerése nagy erkölcsi sikernek számított, ezért vett részt Riemann a versenyben. Tanulmánya azonban nem kapott méltó fogadtatást, így nem is jelent az meg életében.
20. Megjegyzendő, hogy már 1844-ben egy igen tehetséges főiskolai tanár, H. Grassmann (1809-1877) kidolgozott egy általa kiterjedéstannak nevezett elméletet, amelyben a szokásos vektor- és tenzor-műveletekhez figyelemre méltóan közel álló gondolatok, eredmények találhatók. A tárgyalásmódja és fogalmazása azonban, sajnos annyira nehézkes és homályos volt, hogy a könyve gyakorlatilag ismeretlen maradt, s még az 1862-ben átfogalmazott kiadásnak sem lett sikere. Grassmannt annyira elbátortalanította a tudományos világ közömbössége, hogy abbahagyta a matematikával való foglalkozást, helyette a szanszkrit nyelv és" irodalom tanulmányozásába fogott. A nyelvészet területén elért eredményei is igen figyelemreméltóak voltak.
21. P. Finsler bizonyos variációprobléma kapcsán jutott az egészen új tértípushoz. Ennek segítségével építette fel a húszas években Berwald a Finsler-geometriát. A párhuzamos eltolásnál jelentkező nehézségeket É. Cartan (1869-1951) hidalta át, aki a harmincas években teljesen kidolgozta a Finsler-térgeometriát. A Finsler-geometria Cartan-féle megalapozása után a differenciálgeometriai terek számos általánosítása látott napvilágot. A magasabbrendű variációs problémákból kiinduló általánosítás Kawaguchi japán geométertől származik. Az ún. globális differenciálgeometriát - mely az eddigieknél is jobban támaszkodik a topológiára - Ehresmann és követői dolgozták ki. A topológia geometriai vonatkozásait lásd: Pelle Béla Geometria című könyve (Tankönyvkiadó, Budapest, 1979.) alapján. A globális differenciálgeometriáról Rapcsák András és Tamássy Lajos: Differenciálgeometria III. részében (Kézirat, Tankönyvkiadó Budapest, 1984.) olvashatunk.

Amikor az axiómák hasznossága a tárgyak fizikai viselkedésének szempontjából is értékelendő,  --<<? -FÁ>>-- akkor a geometria már a mozgástól is függ. Ilyen megközelítésben pedig a térnek nincs egységes geometriája, mivel minden mozgáshoz más és más geometria tartozik.

22. Obolosz az ókori Görögországban ezüstből készült aprópénz volt.

Itt említjük meg a Proklosztól származó másik anekdotát, mely szerint egy alkalommal, miután I. Ptolemaiosz király meghallgatta Euklidész egy óráját, megkérdezte: „az Elemek olvasásán kívül nincs-e könnyebb út a matematika elsajátításához?" Euklidész erre állítólag azt felelte: „a királyok számára sem vezet külön út a matematikához."
� Vö. Mikola Sándor: A fizika gondolatvilága. (A szerző kiadása, Budapest, 1933, 44. o.)


Figyelmet érdemel, hogy Mikola Sándor (1871—1945) annak a pesti, (Gorkij) fasori evangélikus gimnáziumnak volt 38 éven át a matematika-fizika szakos tanára, 7 éven át pedig igazgatója is, amely Wigner Jenő Nobel-díjas fizikus szerint talán a világ legjobb gimnáziuma volt. Itt tanult századunk egyik nagy matematikusa, Neumann János (1903-1957) is. A gimnázium 1952-ben szűnt meg.
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